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Seccion 2.2 : Limite de una funcion
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Limite

Dada la funcion
o x-1

fx) ==

veamos que

ocurre con f

cuando x se
aproxima a 1

X f(x)
0.5 0.666667
0.9 0.526316
0.99 0.502513
0.999 0.500250
0.9999 0.500025
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Limite

Dada la funcion
o x-1

fx) ==

veamos que

ocurre con f

cuando x se
aproxima a 1

X f(x)
0.5 0.666667
0.9 0.526316
0.99 0.502513
0.999 0.500250
0.9999 0.500025
1.0001 0.499975
1.001 0.499750
1.01 0.497512
1.1 0.476190
1.5 0.400000
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Limite

Dada la funcion
o x-1

fx) ==

veamos que

ocurre con f

cuando x se
aproxima a 1

X f(x)

0.5 0.666667
0.9 0.526316
0.99 0.502513
0.999 0.500250
0.9999 0.500025

ll 1 ¢?<\

4 t
1.0001 0.499975
1.001 0.499750
1.01 0.497512
1.1 0.476190
1.5 0.400000
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Limite

VA _ox-1_ x-1 1
Entonces fx) = x2-1 (x-1)(x+1) (x+1)’X > 1
x—1 '
f)=—F— ‘ Domf =R - {-1,1}
ox—1
lim = 0.5

\\ x_)lxz_l_

Observar que:

la funcion f NO esta definida en 1 pero el linltf(x) existe
X—
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Limite

Por ejemplo:
Considero la funcion f(x)= x? — x + 2

lim f(x) = 4 ftx)
se aproximd -
a4

\

Observar que, en este caso, la funcion
esta definidaen2y f(2)= 4

0 0.

Cuando x se aproxima a 2

I >
X




Limite

1| Definicion Supongamos que f(x) esta definida cuando x esta cerca del nimero a.
(Esto significa que f esta definida en algun intervalo abierto que contiene a a, excepto
posiblemente en a misma.) Entonces escribimos

y decimos que

s1 podemos hacer que los valores de f(x) estén arbitrartamente cercanos a L (tan cer-
canos a L como queramos), tomando valores de x suficientemente cerca de a (por ambos
lados de a), pero no iguales a a.

I




Limite

Observando la grdfica de f.

VA YA

|
|
T
I
|
|
a

limf(x) =1L

X—a
es independiente de lo que ocurre en a,




Limite

Consideremos la funciéon

VA

x—1
g(x) = {x2—1 , x # 1
2 x =1
2 1
‘ limg(x) = 0.5
l x—1
0.5 +
T ! }
0 > ] = X
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Limite

Observemos A .
YA - g{sz{m ,x#1
Los valores de las funciones 2, x=1
son idénticos exceptoen x=1.\ 27 °
x—1
FO) =2

QICi_r)ri f(x)=Ilimg(x) = 0.5

x—1

Y

-y
o

0 ] —

Si f(x) = g(x) cuando x # a, entonces lim f(x) = lim g(x) siempre que el limite

X—*il X—da

exista.
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Limite

VA YA ) {I__l x#*1
g(x)=qx*-1 '
Los valores de las funciones 2, x=1
son idénticos excepto en x=1.\ 27 .
_x— 1
FO) ==
; : Y Y=4glx
llm f(x) = hm g(x) — 05 J }'( )
l x—1 l
x—1
[}5 T T e
0 - X 0 . >

Teorema:

Seaa unnumeroreal y f(x) = g(x) paratodo x # a en un intervalo
abierto que contiene a a. Si existe el limite de g(x) cuando x se
aproxima a a, entonces existe el limite de f(x) cuando x se aproxima a
a'y

lim f(x) = lim g(x).
X—a xX—a




Limite

Tabla de valores
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Limite

. . sen x
Ejemplo : 9161_r>r(1) "
N SEN X y A
X 1
+1.0 0.84147098
+0.5 0.95885108
+0.4 0.97354586
+0.3 0.98506736
+0.2 0.99334665 |
+0.1 0.99833417 —1 0
+0.05 0.99958339
+0.01 0.99998333
+0.005 0.99999583 . senx _
+0.001 0.99999983 }Cl_r% MR
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Limite

¢, Puedo confiar en una tabla de valores?

Calculo en una Variable



Limite

Ejemplo
t2+9—3
f42 — .
¢ -\,-'f + g 3 llm > —
2 t—0 t
+1.0 0.16228 \/
+0.5 0.16553 i Y t>+9-3 1
+0.1 0.16662 P +2 6
+0.05 0.16666 : :
+0.01 0.16667 y S1 continuamos ...
C,
“
2
; Vit +9 —3 ‘(/)
>  Vt?+9-3 %
lim =0 @
+0.0005 0.16800 t—0 t? o
“
+0.0001 0.20000 c? o
+0.00005 0.00000 %2 @.«/ ‘-
+0.00001 0.00000 2,
?})
3
L7
%
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Limite

Ejemplo

X SEH%

2/x 1 B

2@ | 0 {

2/(3xn) -1

2/(4x) 0 _/

2(5x) | 1)

2/(6x) 0 .

2/(7Ta) —1

URD |0

2/(9x) 1)

20100 0 |

(M=) i lim sen (2) No existe

2(12:) 0 x—0 x
! !
0 ?
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Limite

Ejemplo
Calcular lim [x%2 - =2 x] =
x—0 10000
Construimos una tabla y en ella observar que:
' » COSx
X 710,000 j’?'ofa ,
I/.
+ 1 0.99995 Uoy. dCOOJ%
Q/ -
£05 | 024991 gy tar
e
+ 0.1 0.00990 ’
+ 0.01 0.000000005 ok
¢ v pero
0 ? _ 2 cos x] 1
L lim |x* — = —
il x—0 10000 10000
+ 0.001| — 0.00009899: l
_:t 0.0001] — 0’0000998??: sulo en una Variable
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L imites laterales
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Limite Laterales

Funcion Heaviside H

(0 ,t<0
H(t)_{1 . t=0
Calcular: lim H () —

lim H(¢) =

VA

0|

[La funcion de Heaviside

Cuando t se aproxima a 0 por izquierda, H(t) se aproxima o.

r-l-u:n-,H(t) =0

t—0

----’

Cuando t se aproxima a 0 por derecha, H(t) se aproxima 1.

-hm-H(t) =1

t—>0

Entonces
IimH(t) =

t—-0

No existe



Limites laterales

Limite lateral izquierdo Limite lateral derecho
YA o
I ™,
1 ‘M e
| : -
S .
I | |
| | . |
0 X = (] X 0 a4 < . '
llm X) = L ] _
o () Jim, f(x) =L
Entonces

limf(x) =L siysOlosi lim f(x)=L y lim f(x)=1L
X—a x—at X—a~

Ejemplo Calculo en una Variable



Limites laterales

Ejemplo 4t
Observando la grafica de la funciot 3l |
f, calcular los siguientes limites. v
lim f(x) _ / /_i\
x—0
lim f(x) = 0l 1 2 3 4 5
X—2~
i, ) = Jim, G =
lim f (x) = lim f(x) =
lim f(x) =
X—5
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Limites laterales

YA
Ejemplo 4+
Observando la grafica de la funcior 21 |
f, calcular los siguientes limites. vy
lim f(x) = 2,5 / e
x—0
lim fG)= 37 Limites | ! 2 3 4 5 °
~ laterales n
: _ o lim f(x)= 2 | Limites
xllgl+f ()= 1] distintos x-s* — laterales
lim f(x) = No existe Jim f(x) = 2 ] iguales
lim f(x) = 2
X—5

Calculo en una Variable



Limites laterales

Ejemplo

Observando la grafica de la funcion f, calcular los siguientes limites.

lim f(x) =

xX—>—3

lim £(x) = —

/() =

im f(x) =
lim f(x) =

x——1
Jlim, f() = :

lim f(x) = | | | |

y

X—2~ | | ! |
4 3 ) -1

;lcl—rg f(x) = Calculo en una Variable

w Y



Limites laterales

Ejemplo
Observando la grafica de la funcion f, calcular los siguientes limites.
lim f(x)= 2 Ay
X——3
: _ 35 1
9161_r)r(1) f(x) = ®\4
lim f(x)= 3
xXx—>—=1" 31

Jim f(x) = 4

lim f(x) = Noexis

x—-—1

Jim f@)= 25 .

lim f(x)= NO existe . . |

X—2~ | | | | | i
4 3 2 1 1 2
lim f(x) — No eXIS}e

X2 Calculo en una Variable

oy |
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cComo calculamos los limites?



Limite

Leyes de los limites



Leyes de Limites

Suponga que ¢ es una constante y gue existen los limites
limf(x) y limg(x)
X—a XxX—a

Entonces

1) lim[ f (x) + g(x)] = lim f (x) +lim g(x)

Limite de una suma

Limite de una diferencia

2) im[ 1 (x) = g(x)]=lim T(x) -lim g(x)

3) lim[cf (x)] =clim f ()

Limite de un multiplo constante

4) lim[ f (x).g(x)] = [Ilm f(x)].[lim g (x)]

X—a X—a

g(x)] limg(x)

X—a

Ejemplo Calculo en una Variable

Limite de un producto

lim f (X
5)|Im{f(x)}—x?a ) sl limg(x) =0 Limite de un cociente




Leyes de LImites qrmsmmmmmmomcmm e

'llm[f(r) +g(x)]= llm f(x)+ llm 2(x)| Limite de una suma
|11m[£‘f( t‘)] c llm f( *t‘) | Limite de un multiplo constante

Ejemplo el e Commmmmmmmmees
Si limf(x) =8y limg(x) = -2
x=1 x—1

2) lim[~2f (x) + g ()] =

Solucion
a) lim[-2f(x) + g(x)] = lim[-2f(x)] + lim[g(x)] =
x—1 x—1 x—1
1 ]
Limite de una suma Limite de un multiplo constante
—th Lf (x)] H hm 1g (x)])

=—2(8)+(-2) =—18

Calculo en una Variable



Leyes de Limites

. lim{f (x)} _Im )
Ejemplo v | g ] Timg(x)

Si limf(x) =8 y limg(x) = -2.
x—=1 x—1

si  1im g(x) = 0| Limite de un cociente
T—3a

. [FOI] _
b) }Cl_r)ri gl

Solucion | it de un cociente

() ¢ (‘;-iln Fx)
b) lim |[——=| = E=E=—_
x—1 Lg(x) lim g(x) 2
-8
-2

Calculo en una Variable



Leyes de Limites

Suponga que ¢ es una constante y gue existen los limites
limf(x) y limg(x)
X—a XxX—a

Entonces

6) lim[ f (X)]" = [nm f (x)] ~donde n es un entero positivo

Limite de una potencia

1) Ixirr;{‘/ f(x) = Q/Ixin; f (x), donde n es un entero positivo

[Si nes par suponemos lim f (x) > 0]

X—a

Limite de una raiz

Calculo en una Variable Prof. Taborda Liliana



llm[f(t)g(x)] = [IIIE f(*f)][l:l}ll g(x)] Limite de un producto

LeyeS de |_|,m |teS _lxiﬂ[f(x)]" :-[lxiﬂ f(x)T, donde n es un entero positivo

Limite de una potencia

lim{/f(w:) = \/limf(*c) donde n es un entero positivo
Ejemp|0 ' [SI 1 es par suponemos 111'[’1 f(x) = 0] | Limite de una raiz

Si llmf(x) =8y hm glx) =—

c) lim[/f (x) (g(x))4] =

Limite de un producto

Solucion

) lim [ /£ (x) (9())*| = hm[\/f(x | lim[ (g(x))* ]

Limite de una potencia

Ll’miteqde una raiz

T

=V8.(-2)2 =8

Calculo en una Variable



Algunos limites especiales

Surgen de las reglas

1) lim[c]=c

X—a

2)limx = a

X—a

3)limx" =a", donde n es un entero positivo

X—a

4)lim¥x = 4/a, donde n es un entero positivo y a > 0.

X—a

Ejemplo

Calculo en una Variable
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Ejemplo:
Calcular.
lim [2x3 —3x + 1] =

X—>—2

Solucion: | imite de una suma
lim [2x3 — 3x + 1] 3 lim [2x3] — lim [3x] + lim [1]

X—>—2 X—>—2 X—>—2 X—>—2
Limite de un multiplo constante
4
= 2lim [x3] — 3 lim [x] + lim [1]
X—>—2 X—>—2 X—>—2

Limite de constante

Limite de una potencia

3
= 2(—-2)3-3(-2)+1




Limite por Sustitucion directa

Ejemplo:
Calcular.
lim [2x3 —3x + 1] =

X—>—2
Solucion:

xll@2[2x3 —3x+1] = 2(-2)*-3(-2)+1=-9
L]

Sustitucion directa




Limite por sustitucion directa

Sustitucion directa

= Sip es una funcion polinomial y a un numero real ,
entonces = remmmmmmmmmmmmeee- :

= Siresuna funcion racional dada por r(x) = pgxi y a
esta en el dominio de r, es decir, g(a ) # 0,entonces :
I"""""""""""""l
| p(a) |
P = = '
: lim r(x) =r(a) = 7@ |

Calculo en una Variable
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Limite infinitos

Recorgemos
1
f(l') = E - 1
lim —= +oo
x—=0T X
N
} , __—)- 1
X
N lim — = —o
x->0" X

Los limites laterales no existen , indican,
por ejemplo que :

*1/, puede hacerse tan grande como gueramos,
tomando x valores mayoresy cercanosa 0~

Calculo en una Variable



Limite infinitos

Recordemos

1 —
lim — = +o0 1
x—>07T X _ lim —
1 x—>0X
lim ) = +00
x—>0" X _

0

= OO

Esto expresa que el limite no
existe ,indica que :
"1/ 2 puede hacerse tan grande
como queramos, tomando a X
suficientemente cercade 0 -

Calculo en una Variable




Limite infinitos

Definicion
Sea f una funcion definida por ambos lados de a, excepto posiblemente
en la misma a. Entonces

;Efgﬂf(xi)f: 00

Significa que los valores de f(x) pueden séxarbitrariamente grandes ( tan
grandes como queramos), al tomar x suficientemeqte cerca de a, pero

no igual a a.

Vi Se lee:

o " el limite de
y= I f(x), cuando x
tiende a a es
\ infinito ~
S
/ a X

\wAUAIVvUIUV LIl Uil vauar 1tuviu




Limite infinitos
Definicién limite infinito
Sea f una funcion definida por ambos lados de a, excepto posiblemente
en la misma a. Entonce

lim f (x)

X—a

er negativos arbitrariamente
ar x suficientemente

Significa que los valores de f(x) puede
grandes ( tan grandes como gueramos), a
cerca de a, pero no igudl a a.

Se lee:
“ el limite de

//\ / f(x), cuando x

0 p > |tiendeaa,es
menos infinito ~




Limite infinitos

Cuatro casos de limites laterales infinitos

Y A VA
N\ . > >
/ Yy/ a X 0| a \1’
lim f(x) = o lim f(x) =
x—-a~ x—at
YA VA
0 a x 0| a x
lim+ f(x) = —
lim_f(x) = —oo e
xX—a

Calculo en una Variable



Asintotas verticales

Observemos los limites infinitos geomeétricamente

Vi

3

VA
N | >
Y/ a X 0| a v
xXx—a
X=4a X=4a
YA Y A
x=d xX=a
\-\\
0 I o] a v
Jim_ f(x) = —oo Jim, f(x) = —oo

riable




Limite infinitos - Asintotas verticales

Definicion
La recta x = a se llama asintota vertical de la curva y = f(x)
si se verifica al menos uno de los siguientes limites:

mfG) = lim f(x)= o IRS0) =70
limf() = —o  lim f()= o  lim f(x)=—c0

Entonces observemos que:

VA YA YA YA X=da
/

S ol | i N . YA

-

/ (}/ L _? 0 d \: 0 \.a x ol « (\/ x

Calculo en una Variable




Limite infinitos - Asintotas verticales

Definicion
La recta x = a se llama asintota vertical de la curva y = f(x)
si se verifica al menos uno de los siguientes limites:

mfG) = lim f()= e JIRSE)="e
limf() = —o  lim f()= o  lim f(x)=—c0

Entonces observemos que:

|1.|

A VA Vo VA VoA

N / a

=Y

0 a \\ X 0 \\\'-. a y O a ~_~ X \ 0/ k& "‘\R X \ ( ;




Asintotas verticales

Ejemplo
x—1

Hallar las asintotas verticales de f(x) = —-

Calculo en una Variable




Limites

Ejemplo
x—1
x%-1

Hallar las asintotas verticales de f(x) =
Solucion

Domf = R — {—1,1}. Posibles asintotas verticales, x =-1yx=1

= Analizo que ocurre con la recta x=1.

x—1 x—1
lm} 2 -1 = lim 1( )(3(/-|- 1) lim 1 1 = 1
X o } -1x+1) (A1+1) 2
= Analizo que ocurre con la recta x=-1. x=1 No es Asintota
Calculo los limites laterales. Horizontal

lim -1 . +
= = 400
X2 1 (et D)
* lim x—1 = lim ==

Calculo en una Variable

X= -1 es Asintota
Horizontal




Limite - Teoremas

Teorema de existencia del limite

Si fes una funcidon y a'y L son dos numeros reales, entonces el
limite de f cuando x tiende a es L si y solo si

lim f(x) =Ly lim f(x) =L
x—at x-a~

Teorema

Si f(x) < g(x) paratodos los x en un intervalo abierto que
contiene a a, con la posible excepcion de a vy, los limites de f
y g existen cuando X tiende a

Entonces lim f(x) < lim g(x).
X—a X—Aa

Calculo en una Variable



Limite - Teoremas

Teorema

St h(x) < f(x) < g(x) paratodos los x en un intervalo
abierto que contiene a a, con la posible excepcion de a y si
lim h(x) =L = lim g(x)

X—a

X—a

Entonces el lim f(x) existeyesigualal, lim f(x) = L.
xX—a XxX—a

fqueda aqui




Limite - Teoremas

Ejemplo
Calcular

lim x< sen (=)=
x—0 X




Limite - Teoremas

_}'J
Ejemplo
Calcular
. 2 1
lim x“ sen (=)= 0
x—0 X
Solucion |
—]l =sen— =1
X
2 2 1 7
—X"=x‘sen— = x°
X
como limx*=0 vy lim (—x2) = 0
x—=0 r—=0
. |
Iimx“sen— = ()

x—=0 X
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Continuara......



