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Continuidad

Seccion 2.5 : Continuidad
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Continuidad

Consideremos los siguientes graficos de f y observemos que ocurre en a

3 y=fx) p? p?

A - ek

I ’}' i > i =
X X
il 1 cl
" : = i ] = limf(x) existe
gcl_r)rc}f(x) No existe gl_{zlf(x) existe lim fx)
*  f(a) existe * f(a) No existe = f(a) existe

pero
lim f(x) # fla)
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Continuidad

Es decir la idea de un grafico continuo de una funcion en a es
AY

g

lim f(x) = fla)
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Continuidad
Definicion:
Una funcién f es continua en un numero x = a si

lim f(x) = f(a)

" y=f(x) Es decir
£(x) | si f es continua en a, entonces
tiende a + f(a)
fla). I 3 f(a) esta definida, (esto es, a esta
en el dominio de f)
A lim f(x) existe
X—a
0 —a— * Qlimfx) = f(a)
Cuando x tiende a a, rod

Si f esta definida cerca de a, (excepto quizas en a) y no es continua en a,
se dice que f es discontinuaena ( o ftiene una discontinuidad en a).
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Continuidad

Ejemplo
Para qué valores de x la funcion es discontinua y porqué ?

V A
y =flx) o
N 4
—
I \I i i . >
0 1 2 \:-'. 4 5 X
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Continuidad

VA

Enl
y =/ . « f(1) no existe
| = / f no es continuaen 1
\H \‘= En3
RN e » f(3) existe.
O 1 2 \1 4 5 X . lm;)t f(x) No existe
X—

f es continua en a, entonces
f(a) esta definida
llm f (x) existe

llm 1f(x) =f(a)

En>S
« f(5) existe.
. llm f(x) existe.
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Continuidad

Ejemplo

Analizar la continuidad de las siguientes funcionesen x=1

2 fe0=1{,%,
x?—1

b)g(x) = ——

c>f<x>={§' -

Calculo en una Variable - FIUNER

x <1
, x=1

Prof. Liliana Taborda



Continuidad f es continua en a, entonces

Solucién  f(a) esta definida
1 _— ot
=% =2, Lim f (x) existe

R L3 79 €3 ()

- Consideremos la definicion
e f(1)=1-1=0.
-+ Para determinar el lin} f(x), como la funcion esta definida por partes,
: xX=
debemos calcular los limites laterales
lim f(x) = lim x=1
x—-1" x—1"
li = [i —1)=0
| lm f_(x) lim (x _)
. como los limites laterales son diferentes, entonces el lim f (x) No existe

. x—1
Porlotanto f Noescontinuaen 1

Consideremos la definicién
.+ f(1) No existe

Porlotanto  f Noes continuaen 1 - |
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Continuidad

— f es continua en a, entonces
Solucion . f(a) esta definida
ore =57 * 7] ' limfo) exise
R ——_ A i irti o Lim (%)= f (@)
. Consideremos la definicion x—a i
. f(1)=2.

Al calcular el lirrlz f(x) aunque la funcidn esta definida por partes, tiene la
| X— |
misma definicion para distintos valores de 1, es decir, que el limite

lm} f(x) = llTTllx— (observemos que cuando x se acercaa 1 por
X— -

derecha e izquierda, el denominador tiende a 0, por :
lo tanto el cociente toma valores muy grande en
: valor absoluto)

- Los limites laterales

_entonces el Lim f (x) No existe.
| X—
. Porlotanto f No escontinuaen 1 £

_______________________________________________________________________________________________________________________________________
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continuiaaa

Clasificacion de las discontinuidades

= Evitables o removibles : podemos remover la discontinuidad
redefiniendo f. ( El limite existe)

= Inevitables o no removibles

Discontinuidad infinita
Discontinuidad de salto

y Yy AY AY
A A Y= y=f)
y=f(x) | |
// Y :f (-1) //
| _©
/ / ) / /
— — : ——
; : RN
a a a |
Discontinuidad Discontinuidad Discontinuidad Disconltinuidad\
evitable evitable inevitable de salto inevitable infinita
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Continuidad

Ejemplo
Clasificar las discontinuidades presentadas

VoA
y=fx) o
o \"EL \“‘—-n-"/
o ?\j 4 s X
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Evitables o removibles : podemos remover la discontinuidad
redefiniendo f. ( El limite existe)

Discontinuidad infinita

. ibl _ o
Inevitables o no removibles { Discontinuidad de salto

Solucién
Enl
Y4 Existe el limite lin} f(x) .
= . U T AT |
v Discontinuidad evitable
/ En3
El lin% f (x) no existe.
________ X
+ > Discontinuidad inevitable de salto
5 X b T
Enb
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Continuidad en un intervalo

Definicion Una funcion f :

= es continua sobre un intervalo abierto (a,b) si es
continua en cada nimero en el intervalo

= es continua sobre un intervalo cerrado [a,b] si es
continua en el intervalo abierto (a, b) y

lim fGx) =f(a) ¥y lim f(x) = f(b)

AY AY

y=f(x) © y=f(x) N

O

| | - | |

| 1 |
a b : a b

-

Continua en (a,b) Continua en [a,b]
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Continuidad en un intervalo

Ejemplo
Observando la grafica de f vemos que:

Ay

| — E— T o
I 2 34 5 6 X
= fes continua sobre los intervalos abiertos (0,2) y (5,+x)

= fescontinua sobre el intervalo cerrado [2,5] ya que es continua
en el intervalo abierto (2,5) vy
lim f(0)=f(2) y lim f(x) = f(5)
= fescontinua sobre el intervalo semi-cerrado (-oo, 0] ya que es
continua en el intervalo abierto (-o0, 0) y xll)r(r)l_ f(x) = f(0).
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Continuidad

Teorema 4
Si k es un namero real y, fy g son funciones continuas en a, entonces
las siguientes funciones también son continuas en a.

Multiplo escalar:  kf
Suma: f+g

Diferencia: f —g

Producto: f.g v
Cociente: L si, g(a) # 0

D OoOO00D0
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Continuidad

Si‘f y g son funciones continuas en 8, entoncesI f.g escontinuaen a.
| I
Hipotesis. Tesis.

Demostracion
Si f y g son funciones son continuas en a, tenemos que:

limf(x) =f(a)ylimg(x) = g(a)

Por lo tanto
i@}l(f- g)(x) = }Clj’}l[f(x)-g(x)] = Ley de producto de limites.

= lim f(x). lim g(x) =
=f(a).g(a) =
=(f.9)(a)

Teniendo en cuenta la definicion de continuidad, f.g escontinuaen a.
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Continuidad
Del Teorema 4 y la definicion de continuidad en un intervalo

se deduce que:
Si f y g son funciones continuas en un intervalo I, entonces las

funciones kf, f +g9,f —9.f.9g y (si g no es 0 en todo el intervalo)
también son continuas en todo el mtervalo .

Funcion Continua
Diremos gque una funcidn es continua si es continua en todo su

dominio.

Ejemplo
| La funcion f(x) = — es continua, pues

R
i 1 su dominio es R-{O} y €s continua en cada
SR nimero de su dominio.

0 X
Prof. Liliana Taborda
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Continuidad

;Cual de las funciones que estudiamos son continuas?
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Continuidad

Las funciones de los siguientes tipos son continuas en su dominio.

d Funciones polinomiales:

p(x) =a, x"+a,_1 x" 1+ +a; x+ ag
Funciones racionales: r(x) = , g(x) #0

Funciones radicales: f(x) = Vx
Funciones exponenciales: f(x) =a*, a>0,a +# 1

Funciones logaritmicas:f(x) = log,x,a > 0,a # 1

U O 0 0 O

Funciones trigonométricas: cos X, sen X. tag X, ...
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Continuidad

Las funciones de los siguientes tipos
son continuas en su dominio.
d Funciones polinomiales:
p(x) =a, x"+ -+ a; x+ a
d Funciones racionales:

r(x) —”§ §, q(x) # 0

d Funciones radicales:

flx) =43x

 Funciones exponenciales:

f(x) =a”, a>0a+1
[ Funciones logaritmicas:

f(x)=logyx,a>0,a+1
 Funciones trigonométricas:
COS X, Sen X. tagXx, ...

St ke Ry las funcionesf y g
son continuas, entonces las
funciones.

] Multiplo escalar:  kf
dSuma: f+g
 Diferencia: f—g
 Producto: f.g

- Cociente: g (signoesOen

todo su dominio)
también son continuas.
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Continuidad
Ejemplo

Indicar si cada una de las siguientes funciones son continuas:
a) f(x) =x*+senx
b) g(x) = 5xe*

C) h(t) _ Int

t2+43
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CO ntl Nu Idad Sik eRy las funciones f v gson ||Las funciones de los siguientes tipos
continuas, entonces las funciones. || son Cenfinuas en su deminio.
] J Multiplo escalar:  kf - Funciones polinomiales:
Solucion 0 Suma: f+g p(x) = an X"+ -+ ay x + ag
- Diferencia: f—g Jd  Funciones racionales:
O Producto: f.g r(x) = F’f } , q(x) # 0
a) f(X) — xz + senx J Cociente : ﬁ si, g(a) # 0 3 Funcwnesmdmalgs
\ ) | ] también son continuas. fx)="x
-  Funciones exponenciales:
:xZ f(x)=a", a>0,a=1
y . y = senx - Funciones logaritmicas:
es continua es Contlnua flx)=log,x,a>0,a+1
entodo R en todo R - Funciones trigonométricas:
cOS X, Senx. tagx, .

f(x) = x% 4+ senx escontinuaen todo R

Int
¢) h(t) = t243
y = In t es continua en todo R™
y = t*+ 3es continua en todo R

entonces h(t) = l

(y=t*+ 3,noes0entodo R™)
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Continuidad

Y las funciones ?

a)h(x) = Vx2 — 3x
b) h(x) = sen(2)
c) h(t) =In(t + 3)

Veamos los siguientes teoremas

Calculo en una Variable - FIUNER
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Continuidad

Teorema
Si \f es continuaen b, y lim g(x) = {9 ,entonces lim f(g(x)) = f(b)
X—a X—a
|
Hipotesis
En otras palabras

I f(9(®) = f(lim g(x))
Y )]
TesIs

Ejemplo (aplicacion del teorema)

. 3 |x2%2-1
Calcular lim
x—1 x—1
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Continuidad

Teorema
Si f es continuaen b, y lim g(x) = b, entonces lim f(g(x)) = f(lim g(x))
| ' x—-a | X—a x—-a |
1

Hipotesis Tesis
' Solucion
| 2
Seag(x) = = vy f(0) = V.
' Veamos si se verifican las hipotesis del teorema
| x%—1 (x—1)(x+1)

* lim g(x) = lim = lim =lim(x+ 1) = 2

x—1 x—1 x—1 x-1 (x-1) x—1
f es continuaen 2

Se verifican, entonces puedo aplicar la tesis teorema

3|x2 -1 3| x?-1
x_)le_l_ alcl—rgx—l_

V2
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Continuidad

Continuidad de una funcién compuesta

Teorema

Si g escontinuaen x=a Yy fescontinua g(a) , entonces la funcion
compuesta fog dada por (fog)(x) = f(g(x)) es continua en x = a.

________________________________________________________________________________________________________________________________

' Como cada una de las siguientes funciones son composicion de
funciones continuas, ellas son continuas en su dominio:

e A)h(x) = Vx2 — 3x
e b)h(x) = Sen(i)
e ¢) h(t) =1In(t+3)

________________________________________________________________________________________________________________________________
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Teorema del valor intermedio

Teorema
Suponga que f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] y sea

N cualquier numero entre f(a) y f(b) donde f(a) £ f(b). Entonces
existe un numero c en el intervalo ( a, b) tal que f(c) = N.

VA

f(b)

fla)

0 a cph A
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Teorema del valor intermedio

Corolario
Suponga que f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] vy
signo f(a) # signo f(b). Entonces existe un numero c en (a,b) tal

que f(c) = 0.

Ejemplo (Aplicacion del Teorema )
Probar que la ecuacion x — cos x = 0 tiene una solucion entre
x=0y x=m/2
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Corolario

|
1* fescontinua sobre el | | existe un numero c en intervalo
. | entonces,
| intervalo cerrado [a, b] : ablerto (a, b) tal que f(c) = 0.
I . - e effqL\N 1 e s - - e e e e e e e e e .
. _signof(a) #signo f(b). Tesis
Hipotesis
Solucion:

Para probar que la ecuacion x — cos x = 0 tiene una soluciénentrex =0 vy
X = % probaremos que la funcién f(x) = x — cos x tiene un cero en el
Intervalo abierto (Og) y para ello utilizaremos el corolario.

Verificamos las hipotesis
-, - . T
* f(x) =x—cos x esunafuncion continua en el intervalo cerrado [O, E]

porque es la diferencia entre las funcionesy = x e y = cos x que también
son continuas en [0, %] .

« f(0)=0—-cos0 :-1yf(§) =§— cosgzg, sigf (0) # sigf(%)
Se verifican las hipoétesis entonces existe un nimero c en intervalo abierto
(O, %) tal que f(c) = 0, es decir que verifica la ecuacion x —cos x = 0.



Limite en el infinito — Asintota horizontal

Seccion 2.6 : Limite en el infinito
Asintota horizontal
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Limite en el infinito

Consideremos la funcion

ﬁ! | X

Y observemos los siguientes limites

1 1
lim—-—=20 lim — =0
X—00 X X—>—00 X
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Limite en el infinito

A la funcidn

0 X

y observemos los siguientes limites

1 1
llm—2= 0 lim — =0
X—00 X X—>—00 X
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Limite en el infinito

En resumen

1
lim—=0
X—>00 X

lim — =0
X—>—00 X

Si consideramos k entero positivo

1
lim—=0
x—)OO_x

y L 0
X0 xK
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Limite en el infinito —Asintota horizontal

YA
/\ y=L lim f(x) = L
y = flx) - :
‘y = L es una asintota horizontal
1=
0 X
y = flx) y=L
/% y = fx)
y=L
0 ; 0 “;
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Limite en el infinito negativo — Asintota horizontal

VA YA

gL  y=1W) yy

- -

0 X 0 X
‘ lim f(x) =L ‘y = L es una asintota horizontal‘

X——00

Definicion:
La recta y= L es una asintota horizontal de la grafica de y= f(x) si
se verifica algunos de estos limites

lim f(x) =1L oxl_i)moof(x) =L

X—00

2x

Ejemplo: Hallar las asintotas horizontal de  f(x) = —
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Asintota horizontal

Definicion:
Larecta y= L es una asintota horizontal de la grafica de y= f(x) si se
verifica algunos de estos limites

lim f(x) =L oxl_i)moof(x) =L

| X— 00
Solucion:
Para hallar las asintotas horizontales calculo el limitede fa+0 y a -[
2X 2X 2 0
. 2x ! ) ! 2 . ¥

¢ lim >=lim—“—==1lim—“*—S=Ilim*~=—=0

Xx—00 X—X*,/ “~q00 X x—oo X X~ x—oo——1 -1

/’ TSX2 o x2 X2 x

| - , - |
! Divido numerador y denominador por la variable x!

: elevada a la mayor potencia a la que se encuentra en el |
| .
t denominador |

. . 2 . . 0
e |lim = lim === lim == lim -==—=0

La rectay = 0 es asintota horizontal
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Limite infinito en el infinito

Consideremos la siguiente funcion f(x) = e”*

lim f(x) = oo flx)=e”

X— 00

1

e

0

=¥

La expresion
lim f(x) = o
X—00

indica que los valores de f(x) se hacen mas grandes cuando x
se hace muy grande.
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Limite infinito en el infinito

Se puede dar los siguientes casos:

Y A

VA
0 F 0 H X ”
lim f(x) =+ o0

X——00

lim f(x) = — oo H lim f(x) = -

X——00
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