
Cálculo en una Variable 

Cálculo en una Variable - FIUNER                                                                                       Prof. Liliana  Taborda 

Facultad de Ingeniería 

Tema: Derivada (Parte I) 

Bioingeniería 
Licenciatura en Bioinformática 
Ingeniería en Transporte 



Derivada 

 

 

Sección 2.1: Problema de la tangente y la velocidad 

Cálculo en una Variable - FIUNER                                                                                       Prof. Liliana  Taborda 

Sección 2.7: Derivadas y razones de cambio 

Sección 2.8: La derivada como función 



 

Derivada                       Introducción 

Cálculo en una Variable Cálculo en una Variable Variable 

 Nuestro primer problema es muy antiguo; se remonta a la 
época del gran científico griego Arquímedes (287-212 A. C.) 
Nos referimos al problema de la pendiente de la recta 
tangente. 

 Nuestro segundo problema es más reciente. Surgió con los 
intentos de Kepler (1571-1630), Galileo (1564-1642), Newton 
(1642-1727) y otros para describir la velocidad de un cuerpo 
en movimiento. Es el problema de la velocidad instantánea. 
 

Dos problemas con el mismo tema  



 

 Problema de la recta tangente  
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 Problema de la recta tangente  
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¿Cómo determinamos  la recta tangente?  



 

 Recta tangente   
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y = f(x) 

a 

f(a) 
P Q 

Q 
Q 

Q 

 Recta secante 

 Recta tangente 

Primero determinaremos la pendiente de la recta tangente  



 

 Recta tangente  
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Pendiente de la recta secante 

𝑚𝑠𝑒𝑐 =
𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

 

Recta secante 

Recta tangente 
Pendiente de la recta tangente 

𝑚 = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 



 

 Recta tangente  
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Definición 

La recta tangente a la curva y= f(x) en  el punto  P(a,f(a)) es la 

recta que pasa por P con pendiente  

 

 

 

 

siempre que ese límite exista. 

𝑚 = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 



 

 Recta tangente  

  Ejemplo: 

Calcular la recta tangente a la gráfica de la función 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 1 

en los puntos  (-1,2) y (0,1) 
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  Solución: 

En (1,2). 

En este caso a = -1 y 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 1 , entonces la pendiente de la recta tangente  es 

𝑚 = lim
𝑥→−1

𝑓 𝑥 − 𝑓(1)

𝑥 + 1
= lim

𝑥→−1

𝑥2 + 1 − (1 + 1)

𝑥 + 1
= 

                                          = lim
𝑥→−1

𝑥2−1

𝑥+1
= lim

𝑥→−1

(𝑥−1)(𝑥+1)

𝑥+1
= lim

𝑥→−1
𝑥 − 1 = −2 

 

 y la ecuación de la recta tangente es: 

         𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

          𝑦 − 2 = −2(𝑥 + 1) 

                  𝑦 = −2𝑥 
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Definición 

La  pendiente  de la recta tangente a la curva 

y= f(x) en  el punto  P(a,f(a))  es 

𝑚 = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

siempre que ese límite exista. 

Definición 

Ecuación de la recta 

Punto 𝑃(𝑥0, 𝑦0)- Pendiente m  

 
𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

 



 

 Recta tangente  
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Otra forma de expresar la pendiente de la recta tangente 

Pendiente recta secante 

Pendiente recta tangente 

𝑚 = lim
→0

𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 

𝑚𝑝𝑞 =
𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 



  Solución: 

En este caso a = 0 y 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 1 , entonces la pendiente de la recta tangente  es 

𝑚 = lim
→0

𝑓 0 +  − 𝑓(0)


= lim

→0

2 + 1 − (0 + 1)


= lim

→0

2


= lim

→0
 = 0 

 y la ecuación de la recta tangente es: 

         𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

          𝑦 − 1 = 0(𝑥 − 1) 

                  𝑦 = 1 
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Definición 

La  pendiente  de la recta tangente a la curva 

y= f(x) en  el punto  P(a,f(a))  es 

𝑚 = lim
→0

𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 

siempre que ese límite exista. 

Definición 

Ecuación de la recta 

Punto 𝑃(𝑥0, 𝑦0)- Pendiente m  

 
𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

 



 

 Problema de la recta tangente  
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 Problema de la recta tangente  
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 Problema de la recta tangente  

   

 

 

Cálculo en una Variable Cálculo en una Variable Variable 

Cuando más nos acercamos a la 

curva  más se parece a una recta. 

Pendiente de la curva es la 

pendiente de la recta tangente 



 

 El problema de la velocidad  

Cálculo en una Variable Cálculo en una Variable Variable 

Velocidad instantánea 

Distancia de caída libre 
después de t segundos 



 

 Problema de la velocidad  instantánea 

Cálculo en una Variable 
Velocidad media en 
 el intervalo [a, a+h] 

Si dibujamos la función distancia recorrida por la pelota   

Pendiente de la recta secante Pendiente de la recta tangente 

𝑚𝑝𝑞 =
𝑠(𝑎 + ) − 𝑠(𝑎)


 𝑚 = lim

→0

𝑠(𝑎 + ) − 𝑠(𝑎)


= 𝑣(𝑎) 

Velocidad en el 
instante t=a 



 

 Velocidad promedio - Velocidad instantánea 

La velocidad o velocidad instantánea  v(a)  en el instante t = a 

Velocidad promedio en el intervalo de tiempo [a, a+h] 

𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑝𝑟𝑜𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 =  
𝑑𝑒𝑠𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜

𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜
=

𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 

𝑣(𝑎) = lim
→0

𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 

Si un objeto se mueve a lo largo de una 
línea recta, la ecuación del movimiento es       
   
                   s = f (t)    función posición 
 
 donde:  s , desplazamiento  del objeto  
                      respecto al origen . 
               t  tiempo 



 

 Derivada  

Definición 

La derivada de una función f en un número x = a, denotada por f ´(a), 

es  

   

 

si este límite existe. 

𝑓′(𝑎) = lim
→0

𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 

Otra notación 

𝑓′(𝑎) = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

Si reemplazamos a con una variable  x  

 

 

 

𝑓′(𝑥) = lim
→0

𝑓 𝑥 +  − 𝑓(𝑥)


 la derivada de f la derivada de f 

Ejemplo 

Hallar la derivada de 𝑓 𝑥 =
1

2
𝑥2 + 𝑥 + 1  



  Solución: 

Sea  𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 1 , entonces la derivada  es 

 𝑓′(𝑥) = lim
→0

𝑓 𝑥+ −𝑓(𝑥)


= lim

→0

(𝑥+)2+1−(𝑥2+1)


= 

                                          = lim
→0

𝑥2+2𝑥+2+1−𝑥2−1)


= 

                                         = lim
→0

(2𝑥+)


=                                      

                                         = lim
→0

(2𝑥 + ) =  2𝑥 

Por lo tanto 

                              𝑓′ 𝑥 = 2𝑥 
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Definición 

La  derivada  de una función  f(x) en  el 

número  x=a  es 

𝑓′(𝑎) = lim
→0

𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 

siempre que ese límite exista. 



 

 Derivada   
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Otras notaciones 

𝑓′ 𝑥 = 𝑦′ =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓 𝑥 = 𝐷𝑓 𝑥 = 𝐷𝑥𝑓(𝑥) 

Notación de Leibniz 



 

 RELACIÓN: Derivada – Pendiente –Taza de cambio  

𝑓′(𝑎) = lim
→0

𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 

𝑚 = lim
→0

𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 

Pendiente recta tangente 

en x = a 

𝑣(𝑎) = lim
→0

𝑓 𝑎 +  − 𝑓(𝑎)


 

Velocidad instantánea 

en t = a 

Derivada de  f en a 



 

 Recta tangente - derivada  

Cálculo en una Variable Cálculo en una Variable Variable 

y = f(x) 

a 

f(a) 

P 

Ecuación de la recta tangente 

 

𝑦 − 𝑓(𝑎) = 𝑓′ 𝑎 (𝑥 − 𝑎) 
 

La recta tangente  a y = f(x) en  el punto P(a, f(a)) es la recta que 

pasa por P cuya pendiente es igual a f „(a), la derivada de f en x = a.  
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Definición  

Una función f es derivable en  x = a  si  f ‘(a)  existe.  

Derivabiliad en un intervalo 

Definición  

Una función f es derivable sobre un intervalo abierto (a,b) si  es 

derivable en todo número del intervalo.  

De forma similar para los intervalos:  (a,) ,  (-, b)  o (-, )  



 

 Relación : f y f´  
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Ejemplo: Utilice la gráfica de f para dibujar la gráfica de f‟. 
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Hipótesis 

Teorema: 

Si f es derivable en  x = a , entonces f es continua en x= a. 

 

 

Derivabilidad - Continuidad  

Tesis 
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¿ Dónde no es derivable ? 

Una esquina o pico Una discontinuidad Una tangente vertical 
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¿ Qué observamos ? 



 

 Derivadas de funciones – Reglas de derivación  

Cálculo en una Variable Cálculo en una Variable Variable 

Regla de la potencia   Si n es un entero positivo, entonces 

𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝑛 = 𝑛𝑥𝑛−1 

Derivada de una función constante   

𝑑

𝑑𝑥
𝑐 = 0 

Regla de la potencia (versión general)  Si n es cualquier número real , entonces 

𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝑛 = 𝑛𝑥𝑛−1 



 

 Derivadas de funciones – Reglas de derivación  

Cálculo en una Variable 

Derivada de la función exponencial  

𝑑

𝑑𝑥
𝑎𝑥 = 𝑎𝑥 ln 𝑎 

 

Derivada de la función exponencial  natural 

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑥 = 𝑒𝑥 

 

Derivada de la función  logaritmo 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥) =  

1

𝑥 ln 𝑎
 

 

Derivada de la función  logaritmo natural 

𝑑

𝑑𝑥
ln(𝑥) =  

1

𝑥
 

 



 

 Reglas de derivación  
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Regla de la suma   Si  f y g son derivables , entonces 
 

𝑑

𝑑𝑥
[𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥)] =

𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑥 +

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) 

 

Regla del múltiplo constante  Si c es una constante  y f  es una función derivable, 
entonces 

𝑑

𝑑𝑥
𝑐 𝑓(𝑥) = 𝑐

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓(𝑥) 

 

Regla de la resta   Si  f y g son derivables , entonces 
 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 =

𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑥 −

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) 

 



 

 Reglas de derivación  
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Regla del producto   Si  f y g son derivables , entonces 
 

𝑑

𝑑𝑥
[𝑓 𝑥 . 𝑔(𝑥)] = 𝑓(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑔 𝑥 ] + 𝑔(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑓 𝑥 ] 

 

Regla del cociente   Si  f y g son derivables , entonces 
 

𝑑

𝑑𝑥

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑔 𝑥
𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥

𝑑
𝑑𝑥

𝑔 𝑥

𝑔(𝑥) 2
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Cálculo en una Variable 

Derivada de las funciones  trigonométricas  

    
𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑒𝑛 𝑥 = cos 𝑥                

𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑠𝑐 𝑥 = −𝑐𝑠𝑐 𝑥 cot 𝑥              

     
𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝑥 = −𝑠𝑒𝑛 𝑥           

𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑒𝑐 𝑥 =  𝑠𝑒𝑐 𝑥 tan 𝑥  

     
𝑑

𝑑𝑥
𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2 𝑥            

𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑡 𝑥 = −𝑐𝑠𝑐2 𝑥 

 
 



 

 Tabla de fórmulas de derivación  
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𝑑

𝑑𝑥
𝑐 = 0               

𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝑛 = 𝑛𝑥𝑛−1        

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑥 = 𝑒𝑥   

 
  

𝑐𝑓 ′ = 𝑐𝑓′         (𝑓 + 𝑔)′=  𝑓′ + 𝑔′       (𝑓 − 𝑔)′=  𝑓′ − 𝑔′ 
 

(𝑓. 𝑔)′=  𝑓′𝑔 + 𝑓𝑔′             
𝑓

𝑔

′
=

𝑓′.𝑔−𝑓.𝑔′

𝑔2  
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