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Derivada Introduccion

Dos problemas con el mismo tema

[ Nuestro primer problema es muy antiguo; se remonta a la
época del gran cientifico griego Arquimedes (287-212 A. C.)
Nos referimos al problema de la pendiente de la recta
tangente.

[ Nuestro segundo problema es mas reciente. Surgio6 con los
intentos de Kepler (1571-1630), Galileo (1564-1642), Newton
(1642-1727) y otros para describir la velocidad de un cuerpo
en movimiento. Es el problema de la velocidad instantanea.
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Problema de la recta tangente
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Problema de la recta tangente

¢Como determinamos la recta tangente?
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Recta tangente

Primero determinaremos la pendiente de la recta tangente

Recta tangente
Aoy =1f(x) ’7
Q ’. >
222N\
P / Q =
fla) o Recta secante
0 / X
a
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Recta tangente

Pendiente de la recta tangente
- f) - f(a)
m = lim

X—a X —dad

Recta tangente

Pendiente de la recta secante
_f®) - f@)

X —da

mSQC
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Recta tangente

Definicion
La recta tangente a la curva y= f(x) en el punto P(a,f(a)) es la
recta que pasa por P con pendiente

@ -f@
m = lim

X—a X —dad

siempre gue ese limite exista.

Calculo en una Variable




Recta tangente

Ca
en

jemplo:

cular la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x* + 1
os puntos (-1,2) y (0,1)

| |
| |
—1 1 2

2
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Definicion Definicion
La pendiente de la recta tangente a la curva || Ecuacion de la recta

y=f(x) en el punto P(a,f(a)) es Punto P(x,, yo)- Pendiente m
L f)—f(a)
m = lim B
x—a X —a y_yo_m(x_xo)
Soluciéon: siempre que ese limite exista.

En (1,2).

Enestecasoa=-1y f(x) = x? + 1, entonces la pendiente de la recta tangente es

fO-f@) . x*+1-(1+1)
m = lim = lim —
x——1 x+1 x——1 x+1

2

; x“—1 ) (x—1)(x+1

= lim = lim (. Joctl) _
x—>—1 x+1 x——1 x+1

y la ecuacion de la recta tangente es:
Yy — Yo = m(x — xo)
y—2==2(x+1)

y = —2x

fx)=x2+1
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Recta tangente

Otra forma de expresar la pendiente de la recta tangente

Qla+h, fla+ h))

Pendiente recta secante

_fla+h) = f@

Mpq n

Pendiente recta tangente

m =

. fla+h)—f(a)
1m
h—0 h
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Definicion Definicion
La pendiente de la recta tangente a la curva || Ecuacion de la recta
y=f(x) en el punto P(a,f(a)) es Punto P(x,, yy)- Pendiente m
_fla+h)—f(a)
m = lim
h—0 h

_ o Yy = Yo = m(x — xo)
siempre que ese limite exista.

Solucion:

Enestecasoa=0y f(x) = x? + 1, entonces la pendiente de la recta tangente es
. f(O+h)—f(0)
m = lim =

’ h2+1—(0+1)_1_ hz_l_ =0
h>0 h R0 h T RSO R RS0
y la ecuacion de la recta tangente es: '

Yy — Yo = m(x — xp)
y—1=0(x—-1)
y=1

fx)=x2+1
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Problema de la recta tangente

&

tangenteggb
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Problema de la recta tangente
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Problema de la recta tangente

|

Cuando mas nos acercamos a la
curva mas se parece a una recta.

p Pendiente de la curva es la
pendiente de la recta tangente
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El problema de la velocidad

Problema  Supongamos que una pelota se deja caer desde la plataforma superior
de observacion de la Torre CN en Toronto, a 450 m sobre el suelo. Encuentre la
velocidad de la pelota después de 5 segundos.

Distancia de caida libre s(f) = 4.9¢2
después de t segundos

velocidad promedio = ca‘mbm en la pDSlf:m" s(5.1) — s(5)
tiempo transcurrido 0.1

4.9(5.1)* — 4.9(5)

Intervalo de tiempo | Velocidad promedio (m/s) = 01 = 4949 m/s
S5=st=6 53.9
5=t=5.1 49.49 Velocidad instantinea
5=t=505 49.245
5=1t=50l 49.049 v =49m/s
5=1t=5.001 49.0049
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Problema de la velocidad instantanea

Si dibujamos la funcion distancia recorrida por la pelota

A Y SA

pendiente de
la recta secante

= velocidad promedio pendiente de la recta tangente

= velocidad instantanea

L

~Y

of / a a+h 0 / a
)

Pendiente de la recta secante

Pendiente de la recta tangente

s(a+ h) —s(a) s s(a+ h) —s(a)

m,,, = m = l1im = v\a
Pq h h—-0 h ( )
Velocidad media en Velocidad en el
el intervalo [a, a+h] instante t=a




Velocidad promedio - Velocidad instantanea

SA
Si un objeto se mueve a lo largo de una Qla+ h, fla + h))

linea recta, la ecuacion del movimiento es /T
P(a, fla)) /
s=f(t) funcion posicion —=
1

donde: s, desplazamiento del objeto / \/
respecto al origen .
t tiempo 0 a
Velocidad promedio en el intervalo de tiempo [a, a+h]

>
a+h {

desplazamiento  f(a+h) — f(a)
tiempo B h

velocidad promedio =

La velocidad o velocidad instantanea v(a) en el instante t = a

v(a) = poflath) - f(a)

h—-0 h




Derivada

Definicion
La derivada de una funcion f en un nimero x = a, denotada por f (a),
es
oy o fla+h)—f(a)
fl@=lim =
si este limite existe.
Otra notacion -
von o S = f(a)
fl@=ln—

Si reemplazamos a con una variable x
4

1)  pim LD = FO | adrivada dey
tim ZE T IO o] 1o derivada dey

-0 h N

Ejemplo
Hallar la derivada de f(x) = %xz +x+1



Definicion
La derivada de una funcion f(x) en el

ndmero x=a es
fla+h)—f(a)

@ =iy =

siempre que ese limite exista.

Solucion:
Sea f(x) = x%+ 1, entonces la derivada es

_ 204 (a2
f’(X) — lim fx+h)—f(x) — lim (x+h)“+1—(x*+1) _
h—-0 h h-0 h
. X*+2xh+h?+1-x%-1)
= lim =
h—-0 h
h(2x+h)

= lim
h—-0

= }ll_r)r(l)(Zx + h) = 2x

Por lo tanto

f'(x) =2x
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Derivada

Otras notaciones /! Notacién de Leibniz |

, , dy df d B _
) =y'= —=——=—f(x) =Df(x) = Dyf(x)
f Op%c;dor &
Salida

Entrada
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RELACION: Derivada — Pendiente —Taza de cambio

Derivada de fena

fla+h) - f(a)

fl@=lim =
Pendiente recta tangente ~ \Melocidad instantanea
enx =a ~ent=a
-~ fla+h)—f(a) _fla+h)—f(a)
el —" v(@) = i ———



Recta tangente - derivada

La recta tangente ay = f(x) en el punto P(a, f(a)) es la recta que

pasa por P cuya pendiente es igual a / ‘(a), la derivada de f en x = a.

Ecuacion de la recta tangente

y = f(X)
y—f(a)=f"(a)(x—a)

fla)

=Y
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Dermvabiliad en un intervalo

Definicion

Una funcién fes derivable en x = a si f (a) existe.

Definicion
Una funcion f es derivable sobre un intervalo abierto (a,b) si es
derivable en todo numero del intervalo.

De forma similar para los intervalos: (a,c0), (-co, b) 0 (-co, c0)
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Relacion : fy f’
Ejemplo: Utilice la grafica de f para dibujar la grafica de 1.

y

B
m=0 =0

=Y

P'(5.1.5)




Derivabilidad - Continuidad

Teorema:

Si f es derivable en x = a, entonces f es continua en x= a.
\ J \ J
| |

Hipotesis Tesis

Derivabilidad =y Continuadad

Continuidad * Derivabilidad
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v/

¢, Donde no es derivable ?

Una esquina o pico

VA

Una discontinuidad

Calculo en una Variable

VA

Una tangente vertical



¢, Qué observamos ?

A
AR

VA YA
0 ) x 0

f es derivable en x = a.

Calculo en una Variable

f no es derivable en x = a.

=Y




Derivadas de funciones — Reglas de derivacion

Derivada de una funcion constante

d
E(C) =0

Regla de la potencia Sin es un entero positivo, entonces
® xm
— X = nx
dx

n-—1

Regla de la potencia (version general) Sin es cualquier namero real , entonces
“ o™
— X = nx
dx

n-—1
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Derivadas de funciones — Reglas de derivacion

Derivada de la funcion exponencial

—(@a*) =a*Ina

dx
Derivada de la funcion exponencial natural
< () =
e = e*
dx |

Derivada de la funcion logaritmo

d
E (loga (x)) =

xIna

Derivada de la funcion logaritmo natural

d 1
a(ln(x)) ==




Reglas de derivacion

Regla del multiplo constante Sic es una constante y f es una funcion derivable,
entonces

d . d
—lcf@)] = c— f(®)

Regla de la suma Si fy g son derivables , entonces

d d
Tx [f(x) + g(x)] = —f(x) + g(X)

Regla de la resta Si fy g son derivables , entonces

d
TIFG) — g0 = o () — g0
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Reglas de derivacion

Regla del producto Si fy g son derivables , entonces

d d d
- [f(x).g(x)] = f(x)a [g(x)] + Q(X)E [f C)]

Regla del cociente Si fy g son derivables , entonces

d [f(x) 900 £ [ - f@) 42 [9 (0]
dx|g()] = 9GO
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Derivadas de funciones — Reglas de derivacion

Derivada de las funciones trigonométricas

d d
—(senx) = cosx — (csc x) = —csc x cotx
dﬁ ccllx

—(cos x) = —sen x —(sec x) = sec xtanx
dx dx

a — cpr? a a2
— (tan x) = sec*(x) — (cot x) = —csc* x




Tabla de formulas de derivacion

~(c)=0

(cf)' = cf’

f.9)=fg+fg (1

d ony
dx(x ) = nx

n—1

f+9)=f+g

g

)

i X\ — X
dx(e )=c¢e

f-9)=f -9

_f'9-rg'

gz
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