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Derivada

Seccion 3.4: Regla de la cadena
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Regla de la cadena

¢ Cémo obtenemos la derivada de la funcion F(x) = x¢+17?

.Y la derivada de las siguientes funciones?

F(x) = (523 + 1)7
F(x) = In(x3 + 4x)
F(x) = PEARE

F(x) = 3x + cos(x?)



Regla de la cadena

Relacion entre las derivadas

Ejemplo 1

La funcion y = 6x — 9 = 3(2x — 3) es la composicion de las
funciones f(u) =3uy u=g(x) =2x —3
¢ Como se relacionan las derivadas de estas tres funciones?
Solucion

Utilizaremos la notacion de Leibnitz, y tenemos
dy _ o dy_gdu_,

dx du " dx
Como 6 =3.2
dy dy _ du
dx - du dx

éSera una coincidencia que dy/dx = dy/du - du/dx?



Regla de la cadena

Podemos pensar la derivada como una razon de cambio, entonces
esta relacion es razonable.

. d d

Siy=fyu=gx) y ==3,_-=2

Es decir

v % =3 y cambia 3 veces con respecto a u
4 % =2 u cambia 2 veces con respecto a X

: . d
entonces es de esperar que y cambie 6 veces mas rapido que X, d—z =6
dy du

dy
la tasa de cambio de dx du dx
Y con respecto a X

la tasa de cambio de
Y con respectoa U

la tasa de cambio de
U con respecto a X




Regla de la cadena

Relacidon entre las derivadas
Ejemplo 2

La funcion y = (5x2 + 3)? es la composicion de las funciones
f(w) =u?yu=g(x) =5x%+ 3 al calcular las derivadas, vemos que

v 2222 = 2u.10x = 2(5x2 + 3). 10x = 100x2 + 60x.

v’ Sireescribo la funcién y = (5x2? + 3)? = 25x* + 30x% + 1
entonces % = % (25x* + 30x2 + 1) = 100x2 + 60x.

dx

De nuevo tenemos que : dy/dx = dy/du - du/dx



Regla de la cadena

u=g(x)
Razon de cambio en x
du/dx=g’(x)

y=f(w)

Razon de cambio en u

dy/du=f ‘(g(x))
y=flg(x))

Razon de cambio en x

dy/dx=f ‘(g(x)).g’ (x)

Composicion fo g

La razéon de cambio en x es

S(9(x)).g°(x)

P

La razon de La razon de

cambio en x ' cambio en g(x)

¢ es g’(x) esf(g(x) ¢

x u=g(x) y=f(w=f(g(x))
dy dy du
dx du dx

(f@@)) = f'(g(x)g’ (x)

"La derivada de la composicion f(g(x)) en x es la derivada de f
en g(x) por la derivadade gen x ™.




Regla de la cadena

Definicion : Regla de la cadena
Si g es derivable en x y f es derivable en g(x), entonces la funcion
compuesta F=f o g definida mediante F(x) = f(g(x)) es derivable en x, y

F(x)=f(g9()g" (x)

Notacion de Leibnitz
Si y=1f(u) y u=g(x) son funciones derivables, entonces
dy dy du

dx  du dx




Regla de la cadena

Funcion exterior

Y\

y = fgx) = f(u)

N/

Funcion interior

dx

'h—v_ﬂ ."‘_v_"
funcion evaluada en
exterior la funcion

interior

m |y = fgX))-

g'(x)

evaluada en
la funcion

derivada de
la funcidn

exterior interor

g'(x)

S —
derivada de
la funcién
interior




Regla de la cadena Regla de la cadena:

_ Sty = f (g(x)), entonces
=lemplo 3 y' = f'(g() - g'()

Derivar y = cos(x* + 3x) respecto de x.

u = g(x) = x% + 3x Funcioén interior
y = f(u) = cos(u) Funcion exterior

Solucidn

d
il 2 _ 2
o (cos(‘x + 395)) Isen(x + 3x)|.‘(2x + 3?.

/ '

Funcidén Funcién
exterior interior

Derivada de la funcién Derivada de la
exterior evaluada en la funcioén interior
funcion interior



Regla de la cadena Regla de la cadena:

Ejemplo 4

Sty = f (g(x)), entonces
y'=fgx)-g'x)

Derivar y = (5x3 + 1)”respecto de X.

Solucion

u=g(x)=5x3+1
y=f=u’

d
3 7\ — 3 6
- ((5x® + 1’)A) 7(5x I+ 1)°, 15x.

Funcion
interior

Funcién

=

Derivada de la funcién
exterior evaluada en la

funcion interior _
Derivada de la

funcion interior

exterior

Regla de la cadena para la potencia de una funcion

d
dx

[u*] = nu™ 1w




Regla de la cadena

Ejemplo 5

Regla de la cadena para la potencia de una funcion

i n—-1_,,,/
dx

[ul=nu u

Derivar y = F(x) = Vvx? + 1 respecto de x.

Solucion

Reescribo la funcion y = F(x) = (x? + 1)/2.

2 (@ +1)12) = (1/2) (e + 1)71/2 25 =

x%2+1




Regla de la cadena Regla de la cadena:

Ejemplo 6

Sty = f (g(x)), entonces
y'=fgx)-g'x)

. 2
Derivar y = e*" ** respecto de x.

Solucion

u = g(x) = x% + x Funcioén interior

d
i

Funcion
exterior

y=f(u)=e" Funcién exterior
Funcidn Derivada de la
interior funcioén interior
x2+x x%+x
=e (2x +1).

Derivada de la funcion
exterior evaluada en la
funcién interior

Regla de la cadena para la exponencial (u funcion de x)

d
dx

le¥] =e® u'




Regla de la cadena

Ejemplo 7

Derivar y = In(sen(x* +

Regla de la cadena:

Siy = f (h(g(x))), entonces
y' = f'(h(g(x))) - K'(g(x))g'(x)

1) respecto de x.

Solucidn

=gx)=x*+1
m = h(u) = sen(u)

y = f(m) = In(u)

d
a(ln(sen(x2 +1))) =

cos(x +1) (Zx)
| | |

sen(x2+1)

f'(h(g(x))) h'(g(®)

| g'(x)



Derivada

Seccion 3.5: Derivacion implicita
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Derivacion respecto de X

Derivar la expresion respecto de x, considero que y depende de x

d. . .
—[3] = 3x?
e

S

[ .as variables coinciden
]

u" nu'u’
" N

d . . S dy
—[v3] = 3vy?
dr[) =3

i dx
\

Las variables coinciden:
se aplica la regla simple de la
potencia .

Las variables no coinciden: y
"y depende de X~
se aplica la regla de la cadena

[.as variables no coinciden




Derivacion respecto de x
Derivar la expresion respecto de x, considero que y depende de x
A d

d - _
E[xy?_] — Xa[}’d] T }}263)([)(] Regla del producto

dy |
X(Qy d"" }?2(1) Regla de la cadena
X

y |
= 2xy— + y?
dx




Derivacion implicita

Pendiente de una curva en un punto P

y =1(x) F(x.y)=0

D9 =

T

Y



Derivacion implicita

Forma explicita Ejemplo
y = f(X) y = 5x%—4
Forma implicita Ejemplo
F(x.y)=0 x4 — y3+2xy =3
Forma implicita Forma explicita Derivada
xy =1 _1_ -1 av_a -1y _1
Y y X X dx  dx (x™%) X2

¢, Y sl no puedo obtener una forma explicita?



Derivacion implicita

Ejemplo
Considero la gréafica

YA VA YA

dh

X 0 X 0

-

N N ]
N,

Grafica de la ecuacidon Gréafica de la funcién

2 2 _ Grafica de la funcion
X HyT=25 f(x) =25 — 2

g(x) = —V25 — x2

No es la grafica
de una funcion



Derivacion implicita

Ejemplo

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia

X% + y% = 25 en el punto (3,4)
YA

——

x*+y

=2

25

-




Derivacion implicita

Ejemplo

Para la grafica de la circunferencia x* + y* = 25

a) En qué puntos de la curva la recta tangente es horizontal?

b) Existe algun punto de curva donde la pendiente no esta definida?

Solucién

d x . |
a) Z¥ —= —Z laderivada es cero para x=0, YA
dx y

por lo tanto la recta tangente es horizontal
en los puntos (0, -5) y (0, 5)

derivada no existe y eso ocurre cuando
y=0, es decir en los puntos (-5, 0) y (5, 0)

a) La pendiente no esta definida donde la CD

A

2+ y*=25



Derivacion implicita

Calcular la pendiente de la gréafica 3(x* + y2)2= 100xy
en el punto (3,1)

Esta grafica se denomina lemniscata.




Derivadas de funciones trigonomeétricas inversas

Derivada de las funciones trigonoméiricas inversas
SCo D e Rt - oo
é(cos"l:@ =T 1—x2 é(sec“lx) = x\f%
= (tan™"x) = ] Jrlxz i (cot™) = = 5 —|—1x2




Derivada

Seccion 3.6: Derivada de funciones logaritmicas
Derivacion logaritmica
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Derivadas de funciones logaritmicas

Derivada de la funcion logaritmo

d ( ) = 1
dx 09a(X)) = xIn a
Derivada de la funcion natural
d 1
—(nx) = -




Regla de la cadena

Ejemplo 6

Derivar y = In(x3 + 2x) respecto de x.

Regla de la cadena:

Sty = f (g(x)), entonces
y'=fgx)-g'x)

Solucion u = g(x) = x3 + 2x Funcién interior
y = f(u) =In(u) Funcion exterior
!:unc_:ic’)n Derivada de la
mterllor funcion interior
d [ 1 \
— (In(x3 + 2x)) = .63x2+2.
dx/(, ( )‘) X3+ 2x )
|
Funcion Derivada de la funcion
exterior

exterior evaluada en la
funcion interior

Regla de la cadena para el logaritmo (u funcion de x)

d 1
o [In(w)] = =

ul




Derivadas de funciones logaritmicas

Derivada de la funcion logaritmo

d ( ) = 1
dx 09a(X)) = xIn a
Derivada de la funcion natural
d (Inx) = 1
dx Hr = X
En general
Derivada de la funcion natural
d g'(x)
i —
- [Ing(x)] 700
Para tener en cuenta!!
d ( ) = 1
dx njx|) = X




Derivacion logaritmica

Pasos en la derivacion logaritmica

1. Tomar logaritmos naturales de ambos lados de una ecuacion y = f(x) y utilizar

las leyes de los logaritmos para simplificar.
2. Derivar implicitamente respecto a x.

3. Resolver la ecuacion resultante para y’.

Cuatro casos para exponentes y bases:

d ,
1. d_ (a”) =0 (ay b son constantes) Base constante, exponente constante
X

d

2, rm [F(x)]” = b[ f(x)]°7f'(x) Base variable, exponente constante
X

3. i [ay{xi] _ agm(ln a)g'(x) Base constante, exponente variable
dx

4. Para hallar (d/dx)[ f(x)]*?, podemos Base variable, exponente variable
aplicar la derivacion logaritmica.




Derivacion logaritmica

Derivada de funciones complicadas!!

Hallar la derivada de las funciones

3| x—2
a) Yy = \/ xt—x

b) y = (xz _ 2)cosx

e.’X.'

b)Yy = X
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