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Cálculo en una Variable 

  

 

 Regla de la cadena  

¿Y la derivada de las siguientes funciones? 

¿Cómo obtenemos  la derivada de la función F 𝒙 =  𝒙𝟐 + 𝟏 ? 

F 𝒙 = 𝟓𝒙𝟑 + 𝟏
𝟕
 

F 𝒙 =  𝒍𝒏 (𝒙𝟑 + 𝟒𝒙) 

F 𝒙 =  𝒆𝒙
𝟐+𝒙 

F 𝒙 = 𝟑𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 (𝒙𝟐) 



  

Cálculo en una Variable 

  

 

 Regla de la cadena  

La función  𝑦 = 6𝑥 − 9 = 3 2𝑥 − 3  es la composición de las 

funciones 𝑓(u) = 3𝑢 y  𝑢 = g 𝑥 = 2𝑥 − 3 

¿Cómo se relacionan  las derivadas de estas tres  funciones? 

Solución 

Utilizaremos la  notación de Leibnitz, y tenemos 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6 , 

𝑑𝑦

𝑑𝑢
= 3, 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 2  

Como 6 = 3.2  

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

¿Será una coincidencia que 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑢 𝑑𝑥 ? 

Relación entre las derivadas 

Ejemplo 1 
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 Regla de la cadena  

Podemos pensar la derivada como una razón de cambio, entonces 

ésta relación es razonable. 

Si 𝒚 = 𝒇(𝒖) y  𝒖 = 𝒈 𝒙    y    
𝒅𝒚

𝒅𝒖
= 3, 

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 2 

. 

Es decir  

entonces es de esperar que y cambie 6 veces más rápido que x, 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 6 

   
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 2         u cambia 2 veces con respecto a x 

   
𝒅𝒚

𝒅𝒖
= 3          y cambia 3 veces con respecto a u 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

la tasa de cambio de  

y con respecto a x  

la tasa de cambio de 

y  con respecto a u  

la tasa de cambio de 

u con respecto a x 
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 Regla de la cadena  

La función  𝑦 = 5𝑥2 + 3 2 es la composición de las funciones 

𝑓(u) = 𝑢2 y 𝑢 = g 𝑥 = 5𝑥2 + 3 al calcular las derivadas, vemos que 

Relación entre las derivadas 

Ejemplo 2 


𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 2𝑢. 10𝑥 = 2 5𝑥2 + 3 . 10𝑥 = 100𝑥2 + 60𝑥. 

 

   Si reescribo la función 𝑦 = 5𝑥2 + 3 2 = 25𝑥4 + 30𝑥2 + 1 

entonces   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 

𝑑

𝑑𝑥
25𝑥4 + 30𝑥2 + 1 = 100𝑥2 + 60𝑥. 

De nuevo tenemos que : 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑢 𝑑𝑥  
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 Regla de la cadena  

La razón de 
cambio en x 
es g’(x) 

La razón de 
cambio en g(x) 
es f ’(g(x)) 

La razón de cambio en x es  
             f ’(g(x)).g’(x) 

Composición f o g 

x u=g(x) 

¨La derivada de la composición   f (g(x)) en x es la derivada de f 

en g(x) por la derivada de g en x ¨. 

y=f(u)=f(g(x)) 

g f 

𝒇(𝒈 𝒙 ) ′ = 𝒇′ 𝒈 𝒙 𝒈′ (𝒙)  

            u=g(x) 
Razón de cambio en x 
du/dx=g’(x) 

            y=f(u) 
Razón de cambio en u 
dy/du=f  ‘ (g(x)) 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

            y=f(g(x)) 
Razón de cambio en x 
dy/dx=f  ‘ (g(x)).g’ (x) 
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 Regla de la cadena  

Definición : Regla de la cadena 

Si g es derivable en x y f es derivable en g(x), entonces la función 

compuesta F=f o g definida mediante F(x) = f(g(x)) es derivable en x, y  

 
𝑭′(𝒙) = 𝒇′ 𝒈 𝒙 𝒈′ (𝒙)  

  

Notación de Leibnitz 

Si  y = f(u) y u = g(x) son funciones derivables, entonces 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢
 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
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 Regla de la cadena  

𝑦′ = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ⋅ 𝑔′(𝑥) 
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 Regla de la cadena  

Derivar  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥2 + 3𝑥) respecto de x. 

Ejemplo 3 

𝑑

𝑑𝑢
𝑐𝑜𝑠(𝑥2 + 3𝑥) = − sen 𝑥2 + 3𝑥 . (2𝑥 + 3). 

Función  

exterior 

Regla de la cadena: 

Si 𝑦 = 𝑓 (𝑔(𝑥)), entonces 

𝑦′ = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ⋅ 𝑔′(𝑥) 

Función 

interior 

Derivada de la 

 función interior  

Derivada de la función 

exterior evaluada en la 

función interior  

Solución 
 𝑢 = 𝑔 𝑥 = 𝑥2 + 3𝑥  Función interior 

 𝑦 = 𝑓 𝑢 = cos (𝑢)    Función exterior 
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 Regla de la cadena  

Derivar  𝑦 = 5𝑥3 + 1 7respecto de x. 

Ejemplo 4 

𝑑

𝑑𝑥
5𝑥3 + 1 7 = 7 5𝑥3 + 1 6. 15𝑥. 

Función  

exterior 

Regla de la cadena: 

Si 𝑦 = 𝑓 (𝑔(𝑥)), entonces 

𝑦′ = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ⋅ 𝑔′(𝑥) 

Función 

interior 

Derivada de la 

 función interior  

Derivada de la función 

exterior evaluada en la 

función interior  

Solución  𝑢 = 𝑔 𝑥 = 5𝑥3 + 1 

 𝑦 = 𝑓 𝑢 = 𝑢7  

Regla de la cadena para la potencia de una función 
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑛 = 𝑛 𝑢𝑛−1 ⋅ 𝑢′ 
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 Regla de la cadena  

Derivar  𝑦 = 𝐹 𝑥 =  𝑥2 + 1  respecto de x. 

Ejemplo 5 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2 + 1)1/2 = (1/2) 𝑥2 + 1 −1/2. 2𝑥 =  

𝑥

𝑥2 + 1
 

Solución 

Regla de la cadena para la potencia de una función 
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑛 = 𝑛 𝑢𝑛−1 ⋅ 𝑢′ 

Reescribo la función  𝑦 = 𝐹 𝑥 =  (𝑥2 + 1)1/2. 
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 Regla de la cadena  

Derivar  𝑦 = 𝑒𝑥
2+𝑥 respecto de x. 

Ejemplo 6 

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑥

2+𝑥 = 𝑒𝑥
2+𝑥 . (2𝑥 + 1). 

Función  

exterior 

Regla de la cadena: 

Si 𝑦 = 𝑓 (𝑔(𝑥)), entonces 

𝑦′ = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ⋅ 𝑔′(𝑥) 

Función 

interior 
Derivada de la 

 función interior  

Derivada de la función 

exterior evaluada en la 

función interior  

Solución  𝑢 = 𝑔 𝑥 = 𝑥2 + 𝑥  Función interior 

 𝑦 = 𝑓 𝑢 = 𝑒𝑢         Función exterior 

Regla de la cadena para la exponencial (u función de x)  
𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑢 = 𝑒𝑢⋅ 𝑢′ 
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 Regla de la cadena  

Derivar  𝑦 = ln (𝑠𝑒𝑛(𝑥2 + 1) respecto de x. 

Ejemplo 7 

𝑑

𝑑𝑥
ln (𝑠𝑒𝑛(𝑥2 + 1)) =  

1

𝑠𝑒𝑛 𝑥2 + 1
. co𝑠 𝑥2 + 1 . (2𝑥). 

Regla de la cadena: 

Si 𝑦 = 𝑓 ((𝑔 𝑥 )), entonces 

𝑦′ = 𝑓′((𝑔 𝑥 )) ⋅ ′(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥) 

𝒉′(𝒈(𝒙)) 𝒇′(𝒉(𝒈 𝒙 )) 

Solución 

𝒈′(𝒙) 

 𝑢 = 𝑔 𝑥 = 𝑥2 + 1   

 𝑚 =  𝑢 = 𝑠𝑒𝑛 𝑢  
 𝑦 = 𝑓 𝑚 = 𝑙𝑛 𝑢      



Derivada 
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Sección 3.5: Derivación implícita 



Derivación respecto de x 

 

 

 

 

 

 

 

Cálculo en una Variable 

Las variables  coinciden:  

se aplica la regla simple de la 

potencia . 

Las variables no coinciden: y  

            ¨ y depende de x¨  

se aplica la regla  de la cadena 

Derivar la expresión respecto de x, considero que y depende de x       



Derivación respecto de x 

Cálculo en una Variable 

Regla del producto 

Regla de la cadena 

Derivar la expresión respecto de x, considero que y depende de x       



Derivación implícita  

Cálculo en una Variable 

y = f(x)  F(x.y)=0 

3(𝑥2 + 𝑦2)2= 100𝑥𝑦 

Pendiente de una curva en un punto  P  



Derivación implícita  

Cálculo en una Variable 

Forma explícita 

        y = f(x) 

Forma implícita 

        F(x.y)=0 

Ejemplo 

        y = 5𝑥2 − 4 

Ejemplo 

       𝑥2 − 𝑦3 + 2𝑥𝑦 = 3 

Forma implícita 

        𝑥𝑦 = 1 

 

Forma explícita 

    𝑦 =
1

𝑥
= 𝑥−1 

 

Derivada 

    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
𝑥−1 = −

1

𝑥2
 

  

¿Y si no puedo obtener una forma explícita? 

         



Derivación implícita  

Cálculo en una Variable 

Ejemplo        

Gráfica de la función 

𝑓(𝑥) = 25 − 𝑥2 
Gráfica de la función 

g 𝑥 = − 25 − 𝑥2 

Gráfica de la ecuación 
𝑥2 + 𝑦2 = 25 

Considero la gráfica        

No es la gráfica  

de una función        



Derivación implícita  

Cálculo en una Variable 

Ejemplo 

Encuentre  la ecuación de la recta tangente a la circunferencia 

x2 + y2 = 25 en el punto (3,4) 



Derivación implícita  

Cálculo en una Variable 

Ejemplo 

 Para la gráfica de la circunferencia  x2 + y2 = 25  
a) En qué puntos de la curva  la recta tangente es horizontal? 

b) Existe algún punto de curva donde la `pendiente no está definida? 

Solución 

a)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
== −

𝑥

𝑦
 ,la derivada es cero para x=0,  

    por lo tanto la recta tangente es horizontal  

    en los puntos (0, -5) y (0, 5) 

a) La `pendiente no está definida donde la 

derivada no existe y eso ocurre cuando 

y=0, es decir en los puntos (-5, 0) y (5, 0) 

 



Cálculo en una Variable 

Calcular la pendiente de la gráfica 3(𝑥2 + 𝑦2)2= 100𝑥𝑦 

en el punto (3,1)  

 

(3,1) 

Derivación implícita  



Derivadas de funciones trigonométricas inversas 

Cálculo en una Variable 



Derivada 
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Sección 3.6:  Derivada de funciones logarítmicas 

                      Derivación logarítmica 



Derivadas de funciones logarítmicas 

Cálculo en una Variable 

Derivada de la función  logaritmo 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥) =  

1

𝑥 ln 𝑎
 

Derivada de la función  natural 

𝑑

𝑑𝑥
ln 𝑥 =  

1

𝑥
 



  

Cálculo en una Variable 

  

 

 Regla de la cadena  

Derivar  𝑦 = ln 𝑥3 + 2𝑥   respecto de x. 

Ejemplo 6 

𝑑

𝑑𝑥
ln 𝑥3 + 2𝑥 =

1

𝑥3 + 2𝑥
. (3𝑥2 + 2). 

Función  

exterior 

Regla de la cadena: 

Si 𝑦 = 𝑓 (𝑔(𝑥)), entonces 

𝑦′ = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ⋅ 𝑔′(𝑥) 

Función 

interior 
Derivada de la 

 función interior  

Derivada de la función 

exterior evaluada en la 

función interior  

Solución  𝑢 = 𝑔 𝑥 = 𝑥3 + 2𝑥  Función interior 

 𝑦 = 𝑓 𝑢 = ln (𝑢)       Función exterior 

Regla de la cadena para el logaritmo (u función de x)  
𝑑

𝑑𝑥
ln (𝑢) =

1

𝑢
⋅ 𝑢′ 



Derivadas de funciones logarítmicas 

Cálculo en una Variable 

Derivada de la función  logaritmo 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥) =  

1

𝑥 ln 𝑎
 

Derivada de la función  natural 

𝑑

𝑑𝑥
ln 𝑥 =  

1

𝑥
 

En general 
Derivada de la función  natural 

𝑑

𝑑𝑥
ln 𝑔(𝑥) =  

𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

Para tener en cuenta!! 

𝑑

𝑑𝑥
ln |𝑥| =  

1

𝑥
 



Derivación logarítmica 

Cálculo en una Variable 



Derivación logarítmica 

Cálculo en una Variable 

Derivada de funciones complicadas!! 

a) y =
𝑥−2 
𝑥4−𝑥

  
3

 

Hallar la derivada de las funciones 

b) y =   (𝑥2 − 2)cos 𝑥 

b) y =   𝑥𝑒
𝑥
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