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Regla de L "Hospital

Consideremos

. Inx
xl—rgx— 1 B

Si bien el limite existe su valor no
es evidente porque el limite del
numerador es 0 y el limite del
numerador es 0. i ; : : ;
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Regla de L "'Hospital

En general el limite.

G
vag(x)
donde lim f(x) =0y l1m g(x) = 0 puede 0 no existir y se

X—a
llama forma mdetermmada del tipo 0/0 .

Para funciones racionales

xZ-x . x‘(x7r{ 1 x

. 1
alcl—rg x2-1 f}}ﬂ Z1)(x+1) } }C‘E} (x+1) _rE

Se factoriza el Simplifico Evaluo, la funcion
numeradory factores es continua en 1
el denominador
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Regla de L "'Hospital

En general el limite.
L)
1m
x=ag(x)

donde lim f(x) =0y l1m g(x) = 0 puede 0 no existir y se

X—a
llama forma mdetermmada del tipo 0/0 .

Pero si tenemos

In x

lim =
x>1x —1

Consideramos la siguiente Regla
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Regla de L "Hospital

Regla de I'Hospital Suponga que f'y g son derivables y g'(x) # 0 sobre un intervalo
abierto I que contiene a (excepto posiblemente en a). Suponga que

lim f(x) =0 y lim g(x) = 0
0 que lim f(x) = £y lim g(x) = *oe

(En oftras palabras, tenemos una forma indeterminada de tipo g 0 o /.) Entonces

f) ()
lim = lim —
x—a g(}{) x—a ( (J:)
s1 existe el limite del lado derecho (o es ©© 0 —x).
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Regla de L "Hospital

Regla de I'Hospital Suponga que f'y g son derivables y g'(x) # 0 sobre un intervalo
abierto I que contiene a (excepto posiblemente en a). Suponga que

lim f(x) =0 y lim g(x) = 0
0 que lim f(x) = £y lim g(x) = *oe

(En oftras palabras, tenemos una forma indeterminada de tipo g 0 o /.) Entonces

f) ()
lim = lim —
x—a g(}{) x—a ( (J:)
s1 existe el limite del lado derecho (o es ©© 0 —x).

NOTA 1 Laregla de I’'Hospital sefiala que el limite de un cociente de funciones es igual

al limite del cociente de sus derivadas, siempre que se cumplan con las condiciones
dadas. Es especialmente importante verificar las condiciones impuestas a los limites de f'y
g antes de utilizar la regla de I"'Hospital.
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Regla de L "Hospital

Regla de I'Hospital Suponga que f'y g son derivables y g'(x) # 0 sobre un intervalo
abierto I que contiene a (excepto posiblemente en a). Suponga que

lim f(x) =0 y lim g(x) = 0
0 que lim f(x) = £y lim g(x) = *oe

(En oftras palabras, tenemos una forma indeterminada de tipo g 0 o /.) Entonces

f) ()
lim = lim —
x—a g(}{) x—a ( (J:)
s1 existe el limite del lado derecho (o es ©© 0 —x).

NOTA 2 Laregla de I’Hospital también es valida para limites unilaterales y limites al
infinito o al infinito negativo; es decir, “x — a” puede ser sustituido por cualquiera de los
simbolos x - a", x—a ,x >>20x — —x,
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Regla de L "Hospital

Regla de I'Hospital Suponga que f'y g son derivables y g'(x) # 0 sobre un intervalo
abierto I que contiene a (excepto posiblemente en a). Suponga que

lim f(x) =0 y lim g(x) = 0
0 que lim f(x) = £y lim g(x) = *oe

(En oftras palabras, tenemos una forma indeterminada de tipo g 0 o /.) Entonces

f) ()
lim = lim —
x—a g(}{) x—a ( (J:)
s1 existe el limite del lado derecho (o es ©© 0 —x).

NOTA 3 Para el caso especial en que f(a) = g(a) = 0, f’ y g’ son continuas y g'(a) # 0,
es facil ver por qué la regla de 1I’"Hospital es cierta.
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Indeterminaciones

Veamos nuestro ejemplo

Aplicamos Evaluamos directamente
L’ Hospital pues y = % es continuaen 1
| L |
. Inx X 1
lim = lim—=—=1lim—=1

x-1x — 1 ’\x—>1 1 x->1X

/" Analizamos el limite del numerador N
y el del denominador

Num. : lim Inx =0 Indeterminada
Den.: lim(x —1) =0 tipo 0/0
\_ ),
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Indeterminaciones

Formas indeterminadas tipo 0/0

Ejemplo: Calcular lim =

Solucion

2x

x—0 X

Aplicamos
L’ Hospital

Evaluamos directamente pues

e 1

= lim

lim

x—0 X r\x—>0

y = 2e?* es continua en o.

2e%% /

902000 — 9

-

x—0

Den.:limx =0

2 — ,2(0 .
Num.:lim(e?* — 1) = ¢2(® — 1 = 0} Indeterminada

\_

x—0

~

tipo 0/0
J
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Indeterminaciones

Formas indeterminadas tipo oo/

: . Inx =1/x
Ejemplo : a) Calcular lim — = T ’
X—>oo X
: e *
b) Calcular lim —- =
xﬁ—w x -2 -1 0 1 2
Solucion a)
- Vemos .
Aplicamos comportamiento
L’ Hospital y=1/x
/ 1 >
~ Inx _ X 1
lim — = lim =—= lim —=0 T
x>+ X x—+00 1 X—>+0oo X y=Ilnx
) \/% | | /
Num.: lim Inx =+ | |ndeterminada : ;
Den.: lim x = 4o tipo oo / o 2
X—+00 y

\.
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Indeterminaciones

Formas indeterminadas tipo oo/

In x

Ejemplo : a) Calcular lim — =

b) Calcular lim =

Solucion b)

li

X—>—00 X2 x—> 00 >(

X—>o0o X
-X

X—>—00 x2

Aplicamos Aplicamos
L’ Hospital L Hospltal

e/

Vemos
comportamiento
y =e™”

f

N\

Den.: lim x% =+

- 1i X — ) Num.: lim —e
Num..xl_1)r_noo € +°°} Indeterminada X——00

\.

X—>—00

tipo oo / o Den.: lim 2x =

X——0o

J\_

—-X — —00
Indeterminada
—00 tipo oo / o0
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Indeterminaciones

Productos indeterminados
Silim f(x) =0y llmg(x) =0 (0 -00)

X—a

ccudl es el valor del lim[f (x). g(x)], si existe ?
xX—a

Estos limites se llaman Formas indeterminadas del tipo 0. o

Estrategia : expresar f.g como un_cociente de la forma :
3 g
— 0 f.g=+—
f-9= / f-g 1
Y lo transformamos en una indeterminada de tipo 0/0 ¢ tipo oo/
para luego aplicar L’Hospital

Forma indeterminada tipo (). «

Ejemplo: Calcular lim (e ™ /x)
X—00
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Indeterminaciones

Forma indeterminada tipo (. o

Ejemplo: Calcular lim (e ™ {/x) |Sea f®)=e™;9(x)=x
X—00 estrategia
-/ f g = g — Vx :ﬂ
Solucion / ' 1/f ~ 1/e* ~ e*
. _ . Jx X
lim (e ™*+/x) = lim = lim & =
i - . i 3 -2 4o 1 2
Jim e =0 J» Indeterminada
' = tipo 0.
911—{510\/} T " - Vemaos
t ient
Aplicamos Reescribo ;ozm:)_(;r crmento
L’ Hospital /
. Ax 1/(2v/x . 1
= lim — = /%)=hm ~=0
X—00 € /1 X— 00 e x—o00 2\/xe

Num.:)}i_r)go\/f = oo |ndeterminada

Den.:lim e* = oo | tipo oo/ oo

X—00
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Indeterminaciones

Diferencias indeterminadas

Si lim f(x) = ooy lim g(x) = oo entonces el limite
X—a X—a

lim [f (x) — g ()]

se llama formas indeterminadas del tipo « - .

Formas indeterminadas tipo oo - o,
Ejemplo:
Calcular lim (L — L)

x—1t \Inx x-1
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Indeterminaciones
Potencias 1ndeterminados

Estas surgen de

lim [f (x)] 9

Silimf(x)=0y hm g(x) = 0 indeterminada tipo 0°

X—a

Si lim f(x) =0y 11m g(x) = 0 indeterminada tipo oo?

X—a

Silimf(x) =1y l1m g(x) = +oo Indeterminada tipo 1%

X—a
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Potencias Indeterminadas
Indeterminaciones del tipo : 09, 0, 1%

Formas indeterminadas QY

Ejemplo:
Calcular lim (x)* =

x—-0t

Formas indeterminadas oo ©
Ejemplo:

1
Calcular lim (x)x =

X—0C0

Formas indeterminadas 1®

Ejemplo:
Calcular lim (1 + —)x =

X—C0
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Aplicaciones de la Derivada

Seccion 4.5: Trazado de curvas
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¢, Como graficar una funcion ?

Paso 1: Haga un analisis antes de utilizar calculo.

(a) Indique el dominio de la funcion.

(b) Verifigue la simetria con respecto al eje y y al origen. (¢ La funcion es par o
Impar?)

(c) Encuentre las intersecciones con los ejes de coordenadas.

Paso 2: Analisis con calculo.

(a) Encontrar los puntos criticos y determinar en donde la grafica es creciente y
en donde es decreciente. |

(b) Clasifique los puntos criticos para saber si son maximos o minimos locales.
(c) Utilice la segunda derivada para determinar donde la grafica es concava
hacia arriba y donde es concava hacia abajo; localice los puntos de inflexion.
(d) Encuentre las asintotas.

Paso 3: Haga un bosquejo de la grafica.




¢ Grafica de funciones
Analice la funcion f(x) = me y dibuje su grafica
* Dominio: Domf ={x€R / x>0}

* Interseccionejes: Ejex: f(x) = 0 = me =0=Inx=0=>x=1,P,(1,0)

Ejey: y = f(0) no esta definido, no hay interseccion con el eje y
« Puntos criticos (Veamos donde f'(x) = 0 y donde f'(x) no existe)

—1 x—Ilnx .1 1-1
, . nx
f (x) — X > —_
1-Inx

Planteo: * f'(x) =0 = =0=>1-lnx=0=>lnx=1=>x=¢

+ Considerando el dominio dé f, f"(x) existe en todo su dominio.
El Gnico valor critico es x = e.

x 2

Valores de prueba

W

O o ¢ fr<o
* Intervalos de crecimiento y de decrecimiento
Intervalo de crecimiento: (0, e)
Intervalo de decrecimiento: (e, «)

« Cambio de signo de la derivada en x = e, entonces f(e) es un maximo local.



** Grafica de funciones
Analice la funcion f(x) = me y dibuje su grafica

* Puntos criticos de f""(x) (Veamos donde f'(x) = 0 y donde f""(x) no existe)

, 1-Inx
F =1t
,r _ —ixz—(l—lnx).Zx _ =3x+42xinx _ x(=3+2inx) _ —3+2inx
f (x) — x4 — x4 — x4 T %3
Planteo : + f7(x) =0 === =0=-3+2Inx=0=Inx =3/2= x = e3/?

+ Considerando el dominio de f, f""(x) existe en todo su dominio.
El Gnico valor critico es x = e3/2 .

Valores de prueba

v

O fnr <0 83/2 if,,>0

* Intervalos de Concavidad
Intervalo de Concavidad hacia abajo: (0, e3/2)
Intervalo de Concavidad hacia arriba: (e3/2, «)

3 3
- Cambio de Concavidad en x = e3/2, entonces P (eE,f(eE)) es un
punto de inflexion. cajeulo en una Variable



s+ Grafica de funciones

Analice la funcion f(x) = me y dibuje su grafica

e Calculo de asintotas

Asintota Horizontal
Como el dominio es R*, sélo analizo cuando x — 4

lim =% = lim 2£ = lim =0 Asintota horizontal y =0 cuando x — 4+

x—oo X x—oo 1 X——00 X
Asintota Vertical
Como el dominio es R*, s6lo analizo cuando x — 0%

lim+— = lim+1. Inx = —oo Asintota vertical x=0 cuandox — 0%
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¢ Grafica de funciones
Analice la funcion f(x) = me y dibuje su grafica
* Dominio: Domf ={x€R / x>0}

* Interseccion ejes: Ejex: P.(1,0)  Ejey: no hay interseccion con el eje y

» Intervalo de crecimiento: (0, e)
Intervalo de decrecimiento: (e, )

* f(e) maximo local.

- Intervalo de Concavidad hacia abajo: (0, e3/2)
Intervalo de Concavidad hacia arriba: (e3/2, )

. P(e%,f(e%)) punto de inflexion.

 Asintotas: Asintota horizontal y =0 cuando x — 4o
Asintota vertical x =0 cuandox — 07

« Conjunto Imagen: Imf ={x eR / x < 1/e}




Aplicaciones de la derivada

s+ Grafica de funciones

Analice las siguientes funciones y dibuje su
grafica.

a)f(x) =

x4 +1
b)f(x) = xe ™’
. In x
) f(x) = '
b)f(x) =2vVx —x
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Aplicaciones de la Derivada

Seccion 4.7: Problemas de Optimizacion
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Pasos a tener en cuenta

Paso 1: Haga un dibujo del problema y asigne variables idoneas para
las cantidades importantes.

Paso 2: Escriba una formula para la funcion objetivo Q que se
maximizara o minimizara, en terminos de las variables .

Paso 3: Utilice las condiciones del problema para eliminar todas,
excepto una de estas variables, y por consiguiente expresar a Q como
una funcion de una sola variable.

Paso 4: Encuentre los puntos criticos (fronterizos, estacionarios,
‘singulares).

Paso 5: Sustituya los valores criticos en la funcion objetivo o bien
utilice la teoria de la tltima seccion (es decir, los criterios de la primera
0 segunda derivada) para determinar el maximo o el minimo.
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Problema

Una caja rectangular se fabrica con una pieza de carton de 24 pulgadas de
largo por 9 de ancho, de la cual se cortan cuadrados idénticos a partir de las
cuatro esquinas y se doblan los lados hacia arriba. Determine las dimensiones
de la caja de volumen maximo. ¢Cual es este volumen?

— ey

Figura de analisis
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Problema

Determine las dimensiones de la caja de volumen maximo. {Cudl es este
volumen?

- I ) T
" 5 - - 24-2x 4'/;\13_1[

Figura de analisis
Volumen: V = Superficie de la base X altura

V=024-2x)9 —2x)x = (216 — 66x + 4x?)x = 4x3 — 66x2 + 216x
V(x) = 4x3 — 66x2 + 216x, dominio del modelo 0 <x < 4.5
Objetivo: Determinar el maximo de V(x) = 4x3 — 66x% + 216x, en 0 <x< 4.5

: oo 2
Valores criticos: V() = 12x" —132x + 216

Vix)=0 212x?—-132x+216=0=> x*—11x+18=0=>x=2yx
Para saber si es un maximo local aplico el criterio de la segunda derivada.
V7(x)=24x — 132 =>V7(2) =24(2) — 132 = -84

Como V" (2) = —84 < 0 entonces hay un valor maximo local en x=2 .
Respuesta

Las dimensiones de la caja para tener un volumen maximo es: base de 20 pulgadasx 5 pulgadas
y altura 2 pulgadas. El volumen maximo es 200 pulgadas?



Aplicaciones de la derivada

¢ Problemas de Optimizacion

Problema 1

Un granjero tiene 100 metros de cerca de alambre con la cual planea
construir dos corrales adyacentes. ¢Cuales son las dimensiones que
encierran el area maxima?

.Problema 2
2
Determine los puntos Py Qenlacurvay = x:en 0 <x < 3, que estan

mas cerca y mas lejos del punto (0, 4). Sugerencia: el algebra es mas sencilla
si considera el cuadrado de la distancia requerida en lugar de la distancia
misma.
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