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Integral

> Antiderivada (4.9)
» Integral indefinida (5.4)

Meétodos de integracion:

- Integracion Directa

-  Meétodo de Sustitucion (5.5)
 Integracion por Partes (7.1)
- Uso de tablas.(7.6)

»  Descomposicion en fracciones simples. (7.4)

» Integral definida. (5.1) - (5.2) - (5.3)
» Aplicaciones de la integral (6.1)- (6.5)
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Integral




Integral

En Geometria

= Calculo de areas de regiones planas.

= QObtener la longitud de arco de una curva.

= Obtener volimenes de sbélidos de revolucion.

En Fisica

= (Calcular el Trabajo realizado al mover un objeto de un
punto a otro.

= Obtener velocidades y aceleraciones moviles.

= Hallar momentos y centros de masa o centroides.



Integral

En Biologia

= (Calculo de biomasa.

= (Calculo de la probabilidad de extincion de una especie
animal.

En Medicina |

= Determinar el flujo sanguineo ( volumen de sangre
que pasa por una seccion transversal por unidad
de tiempo) de una persona y su gasto cardiaco
(volumen de sangre bombeado por el corazon en
funcion de tiempo).

= Calculo de dosis de medicamentos.

= Analisis de senales.

= Construccion de protesis.



Integral Definida

Seccion 5.1: Areas y Distancias
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El problema del area

Rectingulo Paralelogramo
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El problema del area

Y las regiones con frontera curva?
Arquimedes, hace 2000 afnos, propuso la solucion
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El problema del area

m m Utilice rectangulos para estimar el area bajo la pardbola y = x*, desde O
hasta 1 (la regi6n parabdlica § se ilustra en la figura 3).

Y

=Y
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El problema del area
YA

(1, 1)

Suponga que dividimos § en cuatro franjas, S, S, S; y S,
al trazar las rectas comverticales x = 3, x =5y x = 3
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(1, 1)

——
0 1
4

0 3 1 X

e =
[od | =
.



El problema del area

(1, 1)

Ri=7- G+ G)P+i-(G)+5-12=3=046875

— -
0 1 ;
% % % Y A < 0.46875

VA

(1, 1)

y=x L, la suma de las dreas de estos rectangulos de aproximacion.
Li=5-0"+5-(3)+3-(3) +3-(3) =4=021875

0 1 x

i [

0.21875 < A < 0.46875

=
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R, la suma de las dreas de estos rectangulos de aproximacion



El problema del area

iguales

(1, 1)

dividimos la region S en ocho franjas de anchos
VA VA
(1, 1)
y=x’

o ]

0] 1

0O 1 1 =

3 8
b) Usando

a) Usando los puntos extremos
a la 1zquierda

los puntos extremos

a la derecha

Ls suma de las areas de los

Rs suma de las areas de los
rectdngulos mds grandes

rectangulos mds pequenos

\ 0.2734375 < A < 0.3984375




El problema del area

En la tabla se muestran los resultados de calculos semejantes

usando n rectangulos cuyas alturas se encontraron con los
puntos extremos de la izquierda (L,) o con los puntos extremos

de la derecha (R,)

VA
n L, R,
10 0.2850000 0.3850000
20 0.3087500 0.3587500
30 0.3168519 0.3501852
50 0.3234000 0.3434000
100 0.3283500 0.3383500
1000 0.3328335 0.3338335 H"'T]

0.3328335 < A < (0.3338335.

Una buena estimacién se obtiene promediando
estos numeros: A = (.3333335.




El problema del area

Podemos obtener el valor exacto del Area de S?




El problema del area

Podemos obtener el valor exacto del Area de S?

I
|
|

)

n rectangulos

i



__El problema del area

VA
7/{1, 1)

e

|

i
|

n rectangulos

)

R, es la suma de las areas de los n rectangulos

>
X

0" 1

1

Cada rectangulo tiene un ancho de 1/n,y las alturas son los valores

de la funcién f(x) = x* en los puntos 1/n, 2/n, 3/n,..., n/n;

es decir, las alturas son (1/n), (2/n)2, (3/n)3,..., (n/n)%



El problema del area

YA
%U}
) — 2 _7
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R, es la suma de las areas de los n rectangulos

0]\ 1 x

— +=(=) +—=|=) +-+=(—=
n n n n n n n
1

n n- n



) El problema del area

VA
7/{1, 1)

y—4 fi n rectangulos

R, es la suma de las areas de los n rectangulos

>
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El problema del area

VA
7/{1, 1)

y—4 fi n rectangulos

)

R, es la suma de las areas de los n rectangulos

0\ i T
1 (n+ 1)2n + 1)
n Ry = 6n>
L D20+ 1
lim R, = lim (n + D@2n + 1)
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El problema del area

El Areade Ses 1/3



El problema del area

VA

En general
\ }y"'_'
b ;

0 a
yA n sub intervalos de longitud
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Vi
\‘\ y=fx) _—
e, - i \\‘ AX
T -
S | 8 | S, S; ] ~ —
0 a ¥ X3 Xi—1 X Yn—1 b ? h i f (XI)
VA S i
i . Ax
AN —F .
_ . ,
Area del rectangulo
ﬂ-le] \
f (% )AX
0 a X, X5 X, X b }1-.

El area S se aproxima con la suma de las areas de estos rectangulos

R, = f (%)AX+ f (X )AX+ -+ f (X,)AX
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\\ y= [[\) )
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El Area A de la region S que se encuentra bajo la grafica de la funcion continua
f es el limite de la suma de las areas de los rectangulos de aproximacion.

A=lim R, = lim [ f (X)AX+ f (X,)AX +---+ f(X,)AX]

N—0o0 N—0o0
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Integral definida

Podemos considerar

g | N cualquier punto interior
—_— — - . k
I\ P i < de los subintervalos:x*,
| | T 0 | L[]
| | L] I | } |l\
ol e ]
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
5 | | | . | | . | . | | . | .F >

A=lim| £ O)AX+ T OG)AX+-+-+ F(X])AX |

n—oo

Notacion Sigma

f (X )AX+ f(X)AX+-+-+ f (X )AX = Zn: f (X" )AX
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Integral Definida

Seccion 5.2: Integral definida
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Definicion de la integral definida Si f es una funcién continua definida
para a < x < b, dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual ancho
Ax = (b — a)/n. Sean xo(= a), x1. Xa....., X, (= b) los puntos extremos de estos
subintervalos y sean xi', x3,.... x;' los puntos muestra en estos subintervalos, de
modo que X se encuentre en el i-ésimo subintervalo [x;—;, x;]. Entonces la integral

definida de f, desde a hasta b, es

J‘bf(x) dx = lim i f(x7F) Ax

—» 00 .
a n i=1

siempre que este limite exista y dé el mismo valor para todos las posibles elecciones
de los puntos muestra. Si existe, decimos que f es integrable sobre [a, b].
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Integral definida

Limite superior

/

Integrando
l_l_\

b
_f f (X)dx

\

Limite inferior

n
Z f (XI* JAX  Suma de Riemann
1=1



Observar

Queé nos da como resultado la integral definida?

Queé significa el resultado de la Integral definida?

Calculo en una Variable



Integral definida

VA

La integral definida puede
pensarse como el area neta

=Y

b
| £ ()dX = Aurriba = Asbajo

Aabajo
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Integral definida

¢,Cuales funciones son integrables?

‘_.'I-

|

1 .
— s1x = 0
f(x) = { ¥
1

six =0

14 No es integrable en
wlll i T el intervalo [-2, 2]

=

3 | Teorema Si f es continua sobre [a, O], o si f tiene s6lo un numero finito de

discontinuidades de salto, entonces [ es integrable sobre [a, b]; es decir, la integral
definida [” f(x) dx existe.
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Observar

Una integral indefinida [ f(x) dx es una familia de funciones.

b

Una integral definida jf(X)dX es un nlmero.
a

Calculo en una Variable



Propiedades de la integral definida

= Sj f esta definida en x = a, entonces se define

ff(x)dx:O

= Si fes integrable en [a, b], entonces se define

j f (X)dx = —j f (x)dx



Propiedades de la integral definida

b
m fa cdx = c(b — a) donde c es una constante

VA

y=c
c+

Area = c(b-a)

0 a

b

>

X

=[G+ g(ldx = [ fFG)dx + [} g(x)dx

« [0 — g(0)ldx = [ f()dx — [ g(x)dx

s f; cf (x)dx = cfff(x)dx
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Propiedades de la integral definida

j f(x)dx = j f (x)dx + i f (x)dx

VA J-h' flx) dx
iT

Geomeétricamente,
Si consideramos f(x) > 0 para

y= .ff-r/

—

e

todo x en [a, b] ( _ \

C b

A

rﬂ.ﬂ elx
i
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Propiedades de comparacion de la integral definida

= SI f(x) > 0para a < x <b, entonces

b
| f()dx >0

Interpretacion geometrica, "
Si consideramos f(x) > 0 para todo

X en [a, b]

Calculo en una Variable



Propiedades de comparacion de la integral definida

o SI f(x) < g(x) para a < x <b, entonces

b b
| £ o0dx < [ g(x)dx

Y

Interpretacion geometrica,
Si consideramos f(x) >0 y fj;ffff

g(x) > 0 para todo x en [a, b] o

) |
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Propiedades de comparacion de la integral definida

e SIMm< f(x) < M para a < x <b, entonces

b
m(b—a) < [ f(x)dx< M (b—a)

Interpretacion geométrica, V|-
Si consideramos f(x) > 0
para todo x en [a, b]
m k-
0| a b .
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Teorema del valor medio para Integral definida.

Si fesintegrable en el intervalo [a, b], entonces existe
un c en el intervalo [a, b] tal que

Ay

b |
f(c):bflaj'f(x)dx |

~Y

i
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Integral Definida

Seccion 5.3: Teorema Fundamental del Calculo
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Funcion area

v Si fes la funcién cuya grafica se ilustra en la figura 2 y g(x) = [; f(2) dr.
encuentre los valores de g(0), g(1), g(2), g(3), g(4) y g(5). Luego trace una grafica

aproximada de g.

) \ I g(x) :_([ f(t)dt

|
—
-:""-'....‘
~Y
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Funcion area

VA
—2

— 1

0

~Y

g(x) = f(t)dt

Vi Vi JA YA
_2 _2 _2 \ _2 \
~1 1 \ — 1 + — 1
i e -
0 1t 0 1 2 71 0 1 2 \ 4 t| 0 o) \ 4 / t
| | — =
g(l) = g(3)=4.3 \ \/

gl4)=73
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Funcion area
Vi

-y

Of 1 2 3 4 5

wailvuiv il ulia vairiawvic

Vi v YA
_2 —2 \ —2 \ _2 \
-1 — 1 - 1 + - 1
ol 1 2o 1 2 3 fo 1 2 1 1| 0 2 4 7
| 1] \- \ il /
gl)=1 g(3)= 4.3 \ \/
g4)=~3 g(5) =17
i y
g =] fMd
0 g
3__
2__



Funcion area

Sea la funcion f continua sobre [a, b] y x que varia entre a
y b, consideremos la funcion g definida por

g(x) = [ f(t)dt

Si f(t) >0 paratodoten [a, b], entonces g(x) puede
Interpretarse como el area bajo la grafica de f desde
a hasta x. "

= f(t)
o ‘*H

area = g(x) T

0 a X h t

walbulu il utia vdl iauvic



Teorema fundamental del calculo Parte 1

Suponga que f es continua sobre [a, b], entonces la funcion
g definida por g(x) = f;cf(t) dt es continua sobre el [a, b]
y es derivable sobre (a,b), y g'(x) = f(x).

Ejemplo

Seag(x) = [ (t? — 1)dt.

a) Hallar g’

b) Indicar, si existe , el valor maximo de la funcion

g(x) = [(t? —Ddten[1,3].

Calculo en una Variable



Teorema fundamental del calculo Parte 1

Suponga que f es continua sobre [a, b], entonces la funcion
g definida por g(x) = f;cf(t) dt es continua sobre el [a, b]
y es derivable sobre (a,b), y g'(x) = f(x).

Teorema fundamental del calculo Parte 2

Suponga que f es continua sobre [a, b], entonces

[2 f(x) dx = F(b) - F(a)

donde F es cualquier antiderivada de f, es decir F'(x) = f(x).

Calculo en una Variable



Teorema fundamental del calculo

Suponga que f es continua sobre [a, b], entonces

= Sig(x) = f;f(t)dt entonces g'(x) = f(x)

« [P fGx)dx = F(b) — F(a) donde Fes
cualquier antiderivada de f, es decir F'(x) = f(x)




Integral definida

Regla de sustitucion para integrales definidas.
SI g’ es continua sobre [a, b] y fes continua sobre el

rango u = g(x)entonces
g(b)

b
f flg(x))g’ (x)dx = f(u)du

g(a)

Integracion por partes para integrales definidas.
Si uy v son funciones de x y tienen derivadas continuas

b b
f u(x)dv = u(x)v(x) |2 —f v(x)du




Teorema de Simetria

Si f es una funcién par, entonces
a a
f f(x)dx = 2[ f(x)dx
—a 0
Sif es una funciéon impar, entonces

f_af(x)dx =0

Interpretacion geométrica

SN L el

_ = a
T
—a a

Funcion par Funcion impar



Funciones perioddicas

Una funcion f es periodica si existe un nimero p tal que
f(x+p)=f(x),pesel periodo de la funcion.

Si f es periddica de periodo p , entonces

b+p
f Fx)d = f Fx)dx
Interpretacion geométrica

AY

/]

=
a b a+p b+p X
Area (A) = Area (B)




Aplicacion del valor medio para Integral definida.

Suponga que la temperatura, en grados Fahrenheit, de una barra
metdlica de longitud de 2 pies, depende de la posicién x, de acuerdo con la funcién
T(x) =40+ 20x(2 — x). Determine la temperatura promedio en la barra. ; Existe algin
punto en donde la temperatura real sea igual a la temperatura promedio?

- X)

20—+

-
X

| I
| I

V3 : V3 2
3
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Ejercicios
Ejercicio 1:
3:..3
Calcular [ '(x°—2x)dx
Ejercicio 2:
Hallar las siguientes integrales:

3 5x2-7 1y —
a [ —xe dx =

b [, sen(x)dx =

JZ,(x*~5x?)dx =

a f ZVS 4x

/2
e. J,' xsenxdx



Ejemplos

Ejercicio 2 (Estrategia para el calculo de integrales)

3T
f |cos(x)|dx =

—2T
Ejercicio 3
Calcular el valor promedio de f(x) = +/x enel
intervalo [0, 4]

Ejercicio 4

2
Hallar la derivada de g(x) = [ tetdt .

0
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