Algebra y Calculo
TUPED

lUnidad 5: Sistema de Ecuaciones Lineales




Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de con es un
sistema de la forma:

{al -+ bl
2% b,

Se trata de un conjunto de ecuaciones con un conjunto de
incognitas, cuya solucion son los valores de las
variables que resuelven todas las ecuaciones

simultaneamente



Veamos el siguiente sistema:

5 (1)
7 2)

Si analizamos ambas ecuaciones, podemos comprobar que si x = 3
ey = 1, se verifican las igualdades (es decir, el sistema tiene solucion)

2X —y
X+ 4y

{Como? Reemplazando

En (1) En (2)
2x —y =5 x+4y =7
2(3)—(1)=6-1=5 (3)+4(1)=3+4=7



Soluciones de un Sistemade ecuaciones de 2x2

Un sistema tiene SOLUCION si existen valores de las variables que hacen
que CADA UNA de las ecuaciones del sistema se cumpla.

2xX — y = 5 (1) Una solucién es:
x+4y =7 (2) x=3ey=1

Es la Unica solucion?

Para responder esta pregunta, debemos RESOLVER el
sistema, es decir, encontrar todas las soluciones del
sistema, si existen.




cComo podemos encontrar las
soluciones?

Existen ciertos metodos para resolver sistemas, nosotros
veremos los siguientes:

2.Metodo de eliminacion o Reduccion



cComo podemos encontrar las soluciones?

METODO |

Meétodo de sustitucion

1. Despejar una variable. Escoger una ecuacion y despejar una de las
variables.

2. Sustituir. Sustituya la expresion que determiné en el paso 1 en la otra
ecuacion para obtener una ecuacion con una variable, luego resuélvala para
obtener el valor de esa variable.

3. Sustituir en la ecuacion de la variable despejada. Sustituya el
valor que encontré en el paso 2 en la expresién que encontré en el paso |
para determinar la variable faltante.




Ejemplo 1: metodo de sustitucion
Calcule todas las soluciones del sistema. @

{Zx + y= 1  Ecuacién
Ix+4y =14  Ecuacién2

Soluciéon Se despeja y de la primera ecuacién.

[DSparuBaVARDIEl y = | — 2r  Deopejar y en la ccuacién’
En seguida se sustituye el valor de y en la segunda ecuacién y se determina x:
Ix+41-2x)=14 Sustitucién de y = 1 —2x en la ecuacién 2

- x+4—-8x=14 Desarrollo
= 14 i

-5x + 4 Simplificacién
-5x=10 Resta de 4
= -2 Determinacién de x

Luezosesustnmyex— -Zenlaecuactdndey= 1 =3
: | =1-2(-2)=5 Sustitucién




Compruebe su respuesta

xm =2 ym=3:

{2(—2)4- § = |
3(~2) + 4(5) = 14 v



cComo podemos encontrar las soluciones?

METODO 2

Metodo de eliminacion

1. Ajustar los coeficientes. Se multiplica una o més de las ecuaciones por
cantidades adecuadas de modo que el coeficiente de una variable de una
ecuacion sea el negativo de su coeficiente en la otra ecuacién.

2. Sumar las ecuaciones. Se suman las dos ecuaciones para eliminar una
vanable, luego se resuelve para determinar el valor de la variable restante.

3. Sustituir. Se sustituye el valor que determiné en el paso 2 en una de las
ecuaciones originales, y se resuelve para determinar el valor de la variable
restante.



Ejemplo 2: método de eliminacion
Encuentre todas las soluciones del sistema.
Ix+2y=14  Ecuaciin
{ x—2y= 2  Ecuacion 2

Solucion  Puesto que los coeficientes de los términos con y son negativos, se pueden
sumar las ecuaciones para eliminar y.

{3x +2y=14 T
x=2y= 2
dx = 16 Suma
x=4 Determinacion de x

Ahora se sustituye x = 4 en una de las ecuaciones originales y se determina y.
Escojamos la segunda ecuacién porque se¢ ve mds sencilla.

x—2y=12 Ecuacién 2
4 -2y =2 Sustitucién de x = 4 en la ecuscién 2
-2y = —2  FRestade4d
y=1 Determinacién de y



Clasificacion de los sistemas
segun su solucion:

Tienen solucion P Compatibles o Consistentes:
*  Unica solucién: Determinados

* |nfinitas soluciones: Indeterminados

No tienen soluciéon P Incompatibles o Inconsistentes



Ejemplo de un Sistema Incompatible

Resuelva el sistema.

{ 8x—2y=35 Ecuacitn 1
—-12x + 3y =17 Ecuacién 2

Soluciéon Esta vez tratamos de determinar una combinacién adecuada de las dos
ecuaciones para eliminar la variable y. Al multiplicar la primera ecuacién por 3 y la
segunda por 2 tenemos

24x — 6y = 15 3 X ecuacién
{—24x + 6y = 14 2 X ecuacidn 2
0=29 Suma
En este caso, al sumar las dos ecuaciones se eliminan tanto x como y, y terminamos
con 0 = 29, lo cual obviamente es falso. No importa qué valores asignemos a x y
a y, no podemos hacer que este enunciado sea verdadero, de modo que el sistema no
tiene solucidn. El sistema es inconsistente.




Ejemplo de un Sistema Compatible
Indeterminado

Resuelva el sistema
{3X — 6}' = 12 Fouacion |
4x — 8y = 16 Ecuacién 2
Solucién Esta vez tratamos de determinar una combinacidon adecuada de las

dos ecuaciones para eliminar la variable x. Al multiplicar la primera ecuacion por 4y
la segunda por 3 tenemos

12x — 24y =48 4 xecuacion 1
12x — 24y = 48 3 x ecuacion 2

0=0 la resta

En este caso, al restar las ecuaciones se eliminan tanto x como y por lo que
terminamos con 0 = 0, lo cual es verdadero, para infinitos valores de x e y, pero
gue cumplen determinada forma.



Para poder establecer cuales son los valores de x e y que satisfacen un
sistema con infinitas soluciones, haremos lo siguiente

12x — 24y =48 4 xecuacion 1
12x — 24y = 48 3 x ecuacion 2

Oy =0 la resta

Como podemos observar, la ecuacion Oy = 0 se cumple paratodo y que
pertenezca a los reales, entonces decimos quey =t,cont € R

Para obtener el valor de x, tomamos la ecuacion 1 original y reemplazamos a
y por t, obteniendo

3x — 6t =12
x=4+ 2t
Por lo que las infinitas soluciones al sistema son los pares (x,y) = (4 + 2t,t)



Resuelve los siguientes sistemas de
ecuaciones

)

3x — 5y =10

4 1 x+3y =8
)

3x—y=0

b)12x+y=0

:2x+y=7

¢ (6x+3y =5

S5x+2y=7

D) _10x — 4y = —14
\

(3x+y=0

2x+§y=0

\



SISTEMAS DE ECUACIONES CON
VARIAS VARIABLES

{Como es una ecuacion con varias variables!?

Una ecuacién lineal con n variables es una ecuacién que se puede expresar en la

forma
QX tax, +--t+ax, =c

Ej: Sistema con 3 variables y 3 ecuaciones:

$—2— z= ]}

= También llamado
*+y+k= 4 SISTEMA DE 3x3
2x—=3y+ z=10




Un sistema de ecuaciones lineales

x=2y=-— gwm 7}
-x+3y+3= 4

2x—3y+ z=10

Un sistema de forma triangular

Ry = gy

SISTEMA EN FORMA TRIANGULAR

y+2z=

> No aparece x

z=3

> Aparece solo una variable




cComo se resuelve un sistema de 3x37?

{Me sirven los métodos para resolver sistemas de 2x2!

Un sistema de forma triangular

=32y — gm]
y+2z2=3
z2=3

(Puedo determinar cuanto vale 2!

Y las demas variables!?



Resolucion de sistemas 3x3 de la forma triangular




cComo resolver un sistemas de ecuaciones de
3x3 cualquiera?

|. Lo escribimos en su forma triangular
(Sistema equivalente)

|. Resolvemos el sistema triangular usando el
Método de Sustitucion



cComo llevo un sistema a la
forma triangular?

Para pasar de un sistema de ecuaciones lineales a un sistema
triangular equivalente (es decir que tenga las mismas
soluciones) aplicamos el método de eliminacioén.

Operaciones para hallar sistemas equivalentes:

|. Multiplicacion de una ecuacion por una constante distinta de cero.
|. Intercambiar dos ecuaciones.

|. Sumar un multiplo no nulo de una de las ecuaciones a la otra.



METODO DE GAUSS

Es un método que consiste en aplicar las operaciones que
generan un sistema equivalente para encontrar un
sistema triangular y luego se aplica la sustitucion.

Por ejemplo: Resuelva el siguiente sistema

(x—2y+3z=1
x+2y—z=13
3x+2y—5z=3

P













Resuelve los siguientes sistemas de

eCuacClones

(x+y—32=0

) 3 y=0 (x+2y—2z=5
\ Zz=5 g) {x+y+3z=10
(x —2z="2 | Sx—y+z=4

b) yy+3z=0 (3x+y—2z=2
\ 0z=0 h) {6x—2y+z=7
(x+y+z=7 (x—3y+4z=>5

c){ 2x+y=4 (4x—y+2=0
( 3y +z=10 i) {3x+y—2z=0
(x — 2y +3z=11 X —2y+2z=0

ds x+y—z=4

x+3y+z=1

2x —y+3z =10 ) 2x+§—z=0

(—x+2z=0 —x+2y+2z=0
e)sy+3z=1
Kx—y=—3

< x+2y—4z =4
b —2x -4y +8z =-9




Sistemas representados con Matrices

Los sistemas pueden representarse por medio de una
matriz, llamada matriz aumentada del sistema.

Sistema lineal Matriz aumentada
{2.1‘ — y=5 Ecuacion |1 |:2 —1 5]
x+ 4y =7 Ecuaci6n 2 I 4 7

X y

Las operaciones que aprendimos para solucionar sistemas de
ecuaciones se pueden realizar ahora en sobre la aumentada.



DEFINICION DE MATRIZ

Una matriz de m X n es un conjunto rectangular de nimeros con m renglones y
n columnas.

ayp dp dp iy [<—

ay) dyp dxn T oy |«—

a3 dxp dy3 " A3, |<—: mrenglones
| Ay A2 Am3 e Upn _ «—

Vs

n columnas

Decimos que la matriz tiene dimension m X n. Los numeros g; son las entra-
das de la matriz. El subindice de la entrada g; indica que esta en el i-ésimo
renglon y la j-ésima columna.




Sistemas representados con Matrices

Podemos escribir un sistema de ecuaciones lineales como
una matriz al escribir solo los coeficientes y constantes

que aparecen en las ecuaciones.

Sistema lineal

3x — 2y +z
X+ 3y —z
—X + 4z

Observe que una variable faltante en una ecuacion

— D

N

Matriz aumentada

3
|

- —1

—2
3
0

1
— |
A

0
11

corresponde a una entrada O en la matriz aumentada.



cComo reducimos una matriz a su
forma escalonada ?

OPERACIONES ELEMENTALES DE RENGLONES

1. Sumar un multiplo de un renglon a otro.
2. Multiplicar un renglon por una constante diferente de cero.

3. Intercambiar dos renglones.




Eliminacion Gaussiana

SOLUCION DE UN SISTEMA USANDO ELIMINACION GAUSSIANA

1. Matrizaumentada. Escriba la matriz aumentada del sistema.

2. Forma escalonada por renglones. Use operaciones elementales de renglon
para cambiar la matriz aumentada a forma escalonada por renglones.

3. Sustitucion. Escribimos el nuevo sistema de ecuaciones que corresponde a
la forma escalonada por renglones de la matriz aumentada y resolvemos por
medio de sustitucion.




Necesita un 1 aqui

Matriz aumentada: B @ ] —4 4
3 8 5 —11
-2 1 12 —17

—1 | Necesita ceros aqui

Bl=

-
..
— 0 M
o Lh
I
N -
|

2 =1 1 Necesita un 1 aqui

R, — 3R, — R,
o o (@ 8 —14
R, + 2R, — R,

A4 —7 Necesita un cero aqui

4 =7 Necesita un 1 aqui

1
R, — 5R, — R, 0
0

Forma escalonada por renglones: |:I 2 -1 1|



Ejemplo: Sistema de 3x3 sin solucion

Resuelva el sistema siguiente,

x+2y—-2z=1 Ecuacion |
2x+2y— 2=6 Ecuacién 2
Ix+4y—3z=35 Ecuacién 3

X+ 2y— 1z
-2y + 3z 4
0=-2

El sistema estd ahora en forma triangular, pero la tercera ecuacién establece que
= —2, lo cual es falso. No importa qué valores asignemos a x, y y z, la tercera

ecuacioén nunca serd verdadera. Esto quiere decir que el sistema no tiene
solucion,




soluciones

Resolver:




Resuelve los siguientes sistemas de

ecuaciones usando Matrices

==

Lt B o T

s B = R

VIL.

Lo [ e J e

—~ 0

| ] =

e o =

-o-o O

= I =

VI.

__u_u

[ B o i =

=

.

wy o~ =

- = =



MODELADO CON SISTEMAS LINEAL.

Criterios para modelar con sistemas de ecuaciones

.
0)!

1. ldentificar las variables. Identifique las cantidades que el problema pide
determinar. Por lo regular, se determinan mediante una lectura cuidadosa de
las preguntas planteadas al final del problema. Introduzca la notacién para las
variables: némbrelas x y y u otras letras,

2. Expresar todas las cantidades desconocidas en funcion de las va-

riables. Lea el problema una vez més y exprese todas las cantidades men-
cionadas en el problema en funcion de las vaniables que definié en el paso 1.

3. Plantear un sistema de ecuaciones. Encuentre los hechos decisivos
en el problema que dan las relaciones entre las expresiones que determiné en
el paso 2. Plantee un sistema de ecuaciones, 0 modelo, que exprese estas
relaciones.

4. Resolver el sistema e interpretar los resultados. Resuelva el siste-
ma que encontré en el paso 3, compruebe sus soluciones y dé la respuesta
final en la forma de una oracién que responda a la pregunta planteada en el
problema.



Ejemplo: Sistema de ecuaciones de 2x2

Una gasolineria vende gasolina regular a 2.20 délares cada gal6n y gasolina pre-
mium a 3.00 délares el galén. Al final de un dia de trabajo se vendieron 280 galones
de gasolina y se recibieron un total de 680 délares. ;Cudntos galones de cada tipo de
gasolina se vendieron?

Si hacemos que x y y sean las cantidades vendidas de galones

de gasolina regular y de gasolina premium, respectivamente, obtenemos el siguiente
sistema de dos ecuaciones:

S e 2 y = 280  Ecuacién de lps galones
2.20x + 3.00y = 680 Ecuacion de los dblares



